Formelsammlung Chair for Mathematical Information Science
Signal- und Systemtheorie | Prof. Dr. H. Bélcskei Oct. 2024

1 Fouriertransformation zeitkontinuierlicher Signale

1. x(t) = /_OO &(f) et f o—e i(f) = /_OO 2(t) e 2miftqy

2 z(t—t,)  o—e e Mg (f)

3. eZmifoly(t) o—e 2(f = fo)

4. 2 (t) o—e (= f)

5. x(—t) o—e 2(—f)

: el

7 (z*y)(t) o—e 2(f)y(f)

8 z(t)y(t) o—e (@ *9)(f)

0. z(t) = La(t) +at(~) o Re{i(f)}

10. zo(t) = §(x(t) —a*(=t))  o—e iIm{z(f)}
11. Re{z(t)} o—e  &(f) =3@(f) +2*(—f))
12. dm{z(t)y  o—e  i,(f) = 3(@(f) — (=)

) o e )" i)

13. (in (Z) (27T> dfr

1 o o (2 f)"i(f)

15 [ arar o i)+ 5a0050)

Einige Fouriertransformationspaare

16. 5(t—ty) o—e e 2mifto

17. e2rifot o—e 6(f — fo)

18. cos (27 fot) o—e % (0(f + fo) +0(f — fo))

19. sin(27 fot)  o—e % (0(f + fo) = 0(f — fo))

> 1 & k

o Yo o g 3 e(og)

21. Z cp €2/ To o—e Z Ck O <f - T£>
k=—o00 k=—o00 0
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25.

26.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

o(t)

sign(t)

e~tto(t), Rela} >0
e~ o(t), Rela} >0
el Re{a} >0

sin(27 f..t)
i

1, |t <T
w(t)y =" t<To
0, |t|>T0

I¢]
— = t| <
z(t) = n H<To
0, [t| > Ty
e’atQ, a>0

dns(t)

din
tn

1

a—+2mif
1
(a+2mif)"
2a

0, [fI>fe

sin(27 75 f)
mf

sin?(7Ty f)
2Ty f2

\/EeﬂzfQ/a
a
(2mif)™
i \" ()
<%) dfr
1
_27r2f2

Dualitidt der Fouriertransformation
Die folgenden Korrespondenzen sind dquivalent.

z(t)  o—e  i(f)
wt)  o—e a(=f)
p(=t)  o—e  x(f)

Plancherelsche Identitat

(2,y) = / (1) dt = / TN T df = (3, 9)

—00 —0o0

Parsevalsche Beziehung

[ stopa= [~ iaoras

Poissonsche Summenformel (7" > 0)

o0 o0

> a(t+nl) :% > d(n/T)er T

n=—oo n=—oo



2 Fourierreihen zeitkont. periodischer Signale

34. a(t)=z(t+7T) Z oy, €2THT == / e 2RI g
k=—o0
35. z(t —Tp) ¢—2mikTo/T
36. 27rzmt/T (t) Chm
37. r*(t) e
38. x(—t) C_k
39. z(at), a>0 ¢k, Periode L
T
40. / x(1T)y(t —7)dr Teydy, x, y gleiche Periode
0 oo
41. x(t)y(t) Z ¢ dy—y, x,y gleiche Periode
l=—oc0
42. ze(t) = (z(t) + 2*(—1)) Re{cr}
43. T,(t) = 1(x(t) — z*(—t)) iJm{cy}
44. Re{x(t)} (e +cy)
45. iJm{z(t)} (e — )
dz(t) 2mik
46. 2mik
t dt r
47. / z(T)dr mit ¢y =0 Z;Fik Ch
Einige Fourierreihen'
48, e2mit/T Sk — 1]
49. cos(27t/T) s(0[k + 1] + [k — 1))
50. sin(27t/T) L(o[k +1] — o[k — 1])
- 1
1. o(t — kT — Vk
5 ;_:oo ( ) = v
1 <T in(2wkTy /T
2. ay=q0 =D sin (27K T3/ T)
0, h<lt|<Z k
53.  |cos(2mt/T)| (Periode 1) 2 (V"
' 2 w1 —(2k)?

! Die Funktion 4[] ist der Einsimpuls fiir diskrete Argumente bzw. §(-) die Diracsche Deltafunktion fiir
kontinuierliche Argumente.




Plancherelsche Identitit fiir periodische Signale z,y € L?([0,T])

= / £(t)y" () dt =

>l

Parsevalsche Beziehung fiir periodische Signale » € L?([0,71)

I -
7| latrar= 3 o

3 Fouriertransformation zeitdiskreter Signale

54. zn) = /O 1 #(0) e*™ 049 2(0)= Y a[n]e >
55. z[n — Ny e~ 2miNod ()

56. e2minfo 1) 2(6 — 6,)

57. z*[n] o—e i*(—0)

58. z[-n] o—e #(—0)

59. (x*y)ln]  o—e £(0)5(0)

60. z[n]y[n] o—e (2 %7)(0) (siehe?)
61. wx[n] = L(a[n] +a*[-n])  o—e Re{7(6)}

62.  z,[n] = L(z[n] —2*[-n])  o—e iIm{z(0)}

63. Re{z[n]}  o—e ze(0) = 3(2(0) +2%(0))
64. Jm{z[n]}  o—e To(0) = 5((6) — 2*(6))
65. nafn]  o—e -~ d‘z(;)

66. kz [k] o—e ﬁ@(e) + %@(0) kz 5(0 — k)

2 Bei dieser Faltung im periodischen Frequenzbereich handelt es sich um die periodische Faltung, definiert
durch (& * 9)(8) = [ &(r)§(6 — 7)dr.



Einige Fouriertransformationen®

67. d[n — No) o—e e~ 2miNo?
68. Zmiton o—e Yoo 00 —60y—k)
69. cos(2m6gn) o—e = ( Z 5O+ 60g—Fk)+0(0 — 6y — k))
k=—oc0
. i<
70. sin(2m6yn) o—e 5 (kz_ 30+ 0y —k)—0(0 — 0y — k:))

7. i Sn—kN]  o—e %kioa(e—%)

k=—0c0
1 1 &
72. o[n] o—e T + 3 k:ZOO 5(0 — k)
1
73. a O'[TL], |a| <1 o—e m
in(2 1 gl <
74. w, 0<a<1/2 o—e » ll=a (1-periodisch)
o 0, a<l|<1/2
< in((2N 1
- 2ln] = I, |n|<M sm(( . 1+ )7T9)
0, |n|> Ny sin(70)

Parsevalsche Beziehung fiir aperiodische zeitdiskrete Signale

S Jafn)l? = / 3(6)[2 6

n=—oo

Spektrum abgetasteter zeitkontinuierlicher Signale

Wird ein zeitkontinuierliches Signal z.(t) mit der Rate 7 abgetastet, so gilt zwischen
der zeitdiskreten Fouriertransformation des entstandenen zeitdiskreten Signals z4[n] =
z.(nT) und der Fouriertransformation des zeitkontinuierlichen Signals die Beziehung

#4(0) :% S (#)

Interpolationsformel
Fiir kritische Abtastung gilt die Interpolationsformel

oty =3 w(kT) S

3 Bei den Beziehungen ist die 1-Periodizitdt im Frequenzbereich zu beriicksichtigen. Die Funktion 4[]
ist der Einsimpuls fiir diskrete Argumente bzw. J(-) die Diracsche Deltafunktion fiir kontinuierliche
Argumente.



4 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Merkregel: In den DFT-Formeln ist ein N-Punkt Signal stets als eine Periode eines
periodischen zeitdiskreten Signals zu betrachten.

L N N-1
76. x[n] _ N f[k‘] e27rikn/N O e _ Z SB[TL] e—27rikn/N
k=0 n=0
7. z[n — Ny] o—e e 2mikNo/N 21k
78. erikon/N gln]  o—e &k — ko)
79. xz*[n] o—e T*[—k]
80. r*[-n] o—e T*[k]
N-1
81. z[mly[n —m] o—e 2[k]glk]
"o L N2
82. znfyln] o—e = ) [mlglk —m]
m=0
83. ze[n] = 3 (z[n] + 2*[-n]) o—e Re{z[k]}
84. zo[n] = 1 (z[n] — 2*[-n]) o—e iJm{z[k]}
85. Re{z[n]} o—e L(&[k] + 27 [—K])
86. Jm{z[n]} o—e L(&[k] — 2*[—K])
Einige DFT Beispiele*
87. e2rikon/N — o—e N[k — ko)
88. cos(#kep) o—e L (6[k + ko — N + [k — ko))
89. sin (22kep) o—e B (S[k + ko — N| — 6[k — ko))
90. d[n] o—e 1
sin + 1)k
91. z[n]=41, N—-N,<n<N-1 o—e 17rk ~
sin &
0, sonst

*Inden Formelngilt 0 <n < N—-1,0<k<N-1und0<m <N — 1.




5 Z-Transformation

1

z[n] = — ¢ X(2)2" 'dz

21

C

o—e

n=—oo

Die in der Tabelle angegebenen Bereiche sind die Konvergenzringe der zweiseitigen
Z-Transformation und kénnen in einzelnen Fillen auch grosser sein.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

R, <|z| <Ry,

R, <|z| <Ry,
max(R, , R, ) < |z| <min(R,,, Ry, )

R, <|z| < Ry,

20l Re_ < |2] < |20l R

R, <|z| < Ry,

R, < |z| < Ry,

< |z| <

R R,

R, < |z| < R,,

T4

R, <|z| < Ry,
max(R,_, R, ) < |z| <min(R, , Ry, )

R, R, <|z| <Ry Ry,

max(R,_,1) < |z| < R,,




Einige Z-Transformationspaare

105. d[n] o—e 1 Vz

106. oln] o—e - - 3 2] > 1
107. —ol-n—1 o—e zil 2] < 1
108. a'oln] o—e - - - 2] > |o
109. —arol-n—1] o—e — 2| < laf
110. noln] o—e (2_21)2 2] > 1
111.  —nol-n—1] o—e ﬁ 2] < 1
112. sin(an) o[n] o—e 2sin(a) |z > 1

22 — 2z cos(a) + 1

z(z — cos(a))
113. 1
cos(an) oln] - o—e 22 —2zcos(a) + 1 2>

pzsin(a)
22 — 2pz cos(a) + p?

2(z — pcos(a))
115. "t o—e >
o7 cos(am) ofn] L > 5

22 sin( ) + zsin(a cp)

114.  p"sin(an) o[n] o—e

2] > p

116. sin(an +¢) o[n] o—e 5z cos(@) 1 |z > 1
1 z
117. — n>0 o—e log, < ) |z > 1
n z—1
1 _ —an _ —Q
8. —— o[n] o—e a + log, (Z ‘ ) 2| >1, a >0
n z—1
sin(an) sin(a)
119. o[n] o—e a4 arctan | ———— |z] > cos(ar), @ >0
n z — cos(a)

Summenformel fiir die geometrische Reihe

a— aq
Zaq =
z:aql“C = 1%(]’ fur |¢| < 1.




Erlduterung der Partialbruchzerlegung an Hand von Beispielen

Beispiel 1. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von

flx) T+ 2
glx) 22422 -3

Der Nenner ldsst sich faktorisieren gemass
g(x) =(x+3)(x —1).
Damit hat die Partialbruchzerlegung die Form
T + 2 Al AQ

x2+2x—3:x+3+x—

z (1)

Multipliziert man nun beide Seiten von (1) mit = + 3 und wertet das Ergebnis an der
Stelle z = —3 aus, so erhilt man

(x +2)(x + 3)
(x —1)(z+3)

=A
1 z—1

)
r=-3

r=-—3

was nach Vereinfachung A, = 1/4 ergibt. In dhnlicher Weise multiplizieren wir beide

Seiten von (1) mit z — 1 und werten fiir x = 1 aus, um
(x+2)(x—1) Az —1)
(x —1)(z+3) - x+3

+ Ay

=1

r=1

zu erhalten. Daraus folgt A, = 3/4.

Beispiel 2. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von
fla) 1
g(z)  x(x—1)(x+2)?"
In diesem Beispiel ist die Partialbruchzerlegung von der Form

1 :é+A2+A31+A32
zlz—D(x+2? 2z z-1 242 (z+2)%°

()

Um die Koeffizienten A; und A, zu berechnen, verwenden wir den gleichen Zugang
wie in Beispiel 1: Durch Multiplikation beider Seiten von (2) mit z (und mit z — 1,
respektive) und Auswerten an der Stelle z = 0 (bzw. z = 1) erhalten wir 4; = —1/4
(bzw. Ay = 1/9). Nun berechnen wir A3; und Ass, indem wir zunichst beide Seiten
von (2) mit (z + 2)? multiplizieren:

1 Az +2)2  Ay(x + 2)?
= 1(.23 ) + 2(37 ) + A31(ZL‘ + 2) + A32. (3)
x(x—1) x x—1
Als néchstes werten wir (3) an der Stelle z = —2 aus, um die Terme mit A;, A, und

Aszp auf der rechten Seite zu eliminieren und erhalten damit A3, = 1/6. Den Koeffi-
zienten As; kann man durch Differenzieren beider Seiten von (3) und Auswerten des

Resultates an der Stelle x = —2 wie folgt ermitteln. Die linke Seite ergibt
d 1 21 5
dea(z—1)| __,  22(x—-1)2|__, 36



Die ersten beiden Terme auf der rechten Seite von (3) evaluieren, nach dem Differen-
zieren, an der Stelle x = —2 zu 0. Die letzten beiden Terme sind

d
%Agl (.T + 2) = A31
d

= Agy = 0.
dx 32

Somit erhalten wir A3, = 5/36.

Beispiel 3. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von

f(x) 25 + 4zt + 42 — 22 + 1
g(x) b —at 4203 —222+ux—1"

Der Grad des Zahlers f(z) ist hoher als der des Nenners g(x). Daher zerlegen wir
f(x)/g(x) zuerst in die Summe eines Polynoms und einer rationalen Funktion, deren
Zidhler einen niedrigeren Grad aufweist als der Nenner, und zwar gemaéss

f(x) 3zt + 5% — 21 + 2

UAS A .
g(x) v +£L'5—IB4+25L’3—2332—{—1’—1

Wir fahren fort mit der Partialbruchzerlegung von

flz) o 3zt + 522 — 22 + 2

glx) " ad—at 4223 202+ —1"°

Der Nenner kann wie folgt faktorisiert werden:
g(z) = (x — 1)(3:2 + 1)2.

Im Allgemeinen, wenn der Nenner in wiederholte lineare Faktoren und wiederholte
quadratische Faktoren zerlegt werden kann, gemaéss

g(x) = (x —a) - (x — am)’™ (2> + byx + c)F - (2 + by + )™,
mit m, n, j1, ..., Jm, k1,. .., k, € N, ist die Partialbruchzerlegung gegeben durch

ﬂ B m Ji L n ks Byx + C,
(x) Z « (z —a;)" +ZZ (22 4+ bz + ;)"

i=1 r=1

Somit ist die Partialbruchzerlegung hier von der Form

f(ZL‘) . A BllL‘ + Cl 4 BQIL‘ + 02
(z—1)(22+1)2 =z-1 2?2 +1 (22 +1)%

(4)

Multiplikation beider Seiten von (4) mit g(x) liefert

f@) =A@®+1)2 4+ (Biz + C)(z — 1) (2> + 1) + (Bax + Cs)(z — 1)
= (A+B)a* + (=B, + C))2* + (2A + B, — Oy, + By)a* + (C1 + Cy — By — By)x
+A—-C; —Cs.

10



Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir daraus das Gleichungssystem

mit der Losung

p

A+ By =3

-B+C;=0

2A+ B —C1+By=5
Ci+Cy—By— By =-2

A-C—-Cy=2
A=2
B =1
Ci=1
By =1
Cy=-1

\
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