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1. Aufgabe

(a) Das Signal cos(mn/4) hat Periodendauer 8 und das Signal sin(7n/2) hat Pe-
riodendauer 4, somit hat z[n] = cos(mn/4) sin(rn/2) Periodendauer 8.
(b) Wir kénnen das Signal z[n] in der folgenden Form darstellen:
x[n] = cos(mn/4)sin(rn/2)

= 1 (em'n/4 + efrrin/4) i (em'n/2 - efwin/Q)

2 21
_ 4% (egm'n/4 _ pmin/d | rin/d _ e—37rin/4)
= % (QM”/ 4 gdmin/t _ gTmin/d _ 65“71/4) :
Aus der Formel zur Riicktransformation
2] = = NZ_I F{k it = 1 i @[kJemn/!
N k=0 8 k=0

erhalten wir durch Koeffizientenvergleich die folgenden Werte:

#[K]
0
—21
0
-2
0
2
0
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N
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(c) Das Signal y[n] = (z[n])? ist periodisch, da y[n+ N] = (z[n+ N])* = (z[n])?* =
y[n], wobei N die Periodendauer von x[n] ist. Das Signal cos®(7n/4) hat Pe-
riodendauer 4 und das Signal sin®*(7n/2) hat Periodendauer 2, somit hat y[n]
eine Periodendauer von hochstens 4. Durch die spezielle Struktur der Werte



dieser beiden Teilsignale ergibt sich jedoch eine noch kiirzere Periodendau-
er, denn fiir die ersten 4 Werte erhalten wir

y[0] = cos?(0) sin?(0) = 0
y[l] = cos?(m/4) sin?(m/2) = %
———

=1

y[2] = cos*(m/2) sin®(7) =0

=1 =0

y[3] = 5032(37r/4) §in2gw/22 = %

=1

-~

N

Somit hat das Signal y[n| die Periodendauer 2. Die Werte der DFT von y[n]
ergeben sich zu

310 = o]+ ol1] =
31 = 910~ of1] = —.



2. Aufgabe

(a) Die Abtastwerte x(ty + n1'), n € Z, entsprechen den “gewdohnlichen” Ab-
tastwerten y(nT"), n € Z, fiir das Signal y(t) := x(to + t). Das bedeutet z(t)
an den Stellen t, + nT', n € Z, abzutasten entspricht einer Verschiebung von
x(t) um ¢, und einer Abtastung des resultierenden verschobenen Signals an
den Stellen nT', n € Z. Die Verschiebungseigenschaft der Fouriertransforma-
tion ergibt nun §(f) = e*™/z(f), somit hat y(¢) die gleiche Bandbreite wie
x(t). Nach dem Abtasttheorem ist das Signal y(¢) daher fiir jedes ¢, eindeutig
durch seine Abtastwerte y(n1'), n € Z, charakterisiert vorausgesetzt, dass
1/T > 2fp oder, anders ausgedriickt, dass 7' < 1/(2fp). Die Eigenschaft,
dass y(t) eindeutig durch seine Abtastwerte y(nT'), n € Z, charakterisiert
ist, ist gleichbedeutend damit, dass z(¢) eindeutig durch die Abtastwerte
x(to + nT), n € Z, charakterisiert ist, da y(¢) nur eine zeitverschobene Versi-
on von x(t) ist.

) i
Zolto+ T, f) = Y alto+ (k+ 1)T)e ™
k=—0o0
k”:::k—l—l Z x(to_i_k/T)efZﬂ(k’fl)Tf
k'=—oc0
_ 27rsz Z to—l—k‘T —2mik/ T f

k'=—o0

— e27TinZI(tO’ f)

1.

1 0 |
Zx (to, f + f) = Z x(to + kT)e—kazT(f-i-l/T)

k=—o0
_ Z x(to + kT)e’m”'ka o 2mik
k=—o00 =1
= Z:r (t()a f)
(¢) Zunéachst formen wir die Zak-Transformation um
Z,(to, f) = Y xlty+kT)e 27 (1)
k=—00
_ 27thof Z tU + k’T 727ri(to+kT)f' (2)

k=—o00

Wir wenden die Poissonsche Summenformel

o0 o0

Syt +KT) = 2 S (kT

k=—o00 k=—o00



auf die Summe in (2) an, wobei y(t) := x(t)e 2"/, Dies ergibt

o0 o0

: 1 k .
Z $<t0+kT)e_2m(t0+kT)f = f Z f(f_}_f) 627rzk:to/T

k=—00 k=—o00

und damit erhalten wir

Z (t()a _ 27rztof Z < ) 27r7,'kt0/T.

(d) i. Mit der Definition der Zak-Transformierten erhalten wir

1/T 1T ‘
T / (Zu(to, f)df =T Z (to + kT) / e 2 kTIq . (3)
0 0

k=—o00
Fiir k = 0 gilt
1/T ] 1/T 1
/ e 2T f = / 1df = =. 4)
0 0 T
Fir £ # 0 erhalten wir
1/T 1 f=yT e—2mik _ o0
—27rik:de — _ —2mikT f — =0. 5
/0 c I = ~2minr® - 2mikT ®)

Somit bleibt in (3) nur der Summand fiir £ = 0 tibrig und wir erhalten

1T
fA Z,(to, 1)df = x(to).

ii. Mit Hilfe der Beziehung, die in Teilaufgabe (c) gezeigt wurde, ergibt sich
—2mit _ - 2mikto /T
/o Z.(to, fe oldty = T kzg_oom(f—k —T) /0 e TS dty.

Analog wie in (4)-(5) lasst sich zeigen, dass
T .
/ >0/ dty = TG k]
0

gilt, und somit erhalten wir

T
/i&ﬁmﬂéﬁmﬁmzfﬁl
0

(e) Wir gehen aus von der Beziehung aus Teilaufgabe (c)

[e.o]

, [ k .
—2mikTf _ — 2witof - v 2mikto /T
E x(to + kT )e = 7€ 0 E x(f - T) e Tl (6)

k=—00 k=—o00

Aus Teilaufgabe (a) und der Annahme, dass 1/7 kritischer Abtastung ent-
spricht, wissen wir, dass 1/7" = 2 fp. Somit tritt in den Summanden auf der
rechten Seite von (6) kein Aliasing auf. Daher konnen wir das Spektrum von



x(t) rekonstruieren, indem wir die rechte Seite von (6) mit folgendem Filter
multiplizieren

h(f) = {T el ] <

0, sonst.

In Formeln bedeutet dies

ﬁ(f) . %627ritof Z :i'(f + ;) o2mikto/T _ ().

k=—00

Mit Hilfe der linken Seite von (6) folgt, dass

[e.e]

2(f) =h(f) > xlto+ kT)e 7,
k=—oc0
Nun wenden wir auf beiden Seiten die Fourier-Riicktransformation an und
finden unter Verwendung der Transformationstabelle

z(t) = (h* f: w(to + KT)8(- — kT)) (t)

k=—00
oo

= 3 alto + kT)h(t — kT).

k=—o00

Die Riicktransformierte h(t) des Filters h( f) berechnet sich mit der Transfor-
mationstabelle zu
ht) =T sin(27 fp(t — to)) _ Sini%(t — o)) |
W(t—to) T(t_tO)
wobei wir fp = 1/(27") verwendet haben. Somit ergibt sich die Interpolati-
onsformel

Fiir ty = 0 ergibt sich hieraus wieder die Interpolationsformel fiir “gew6hn-
liche” Abtastung.



3. Aufgabe
(a) Der Graph des 16-Punkt Signals sieht wie folgt aus:

z[n]

04811112111

(b) Wir berechnen die DFT des 16-Punkt Signals z[n] und nutzen dabei aus, dass
x[n] diinn besetzt ist:
15

i[k] = Zx[n]e*%mk/w = z[0] + x[4]672m’4k/16 + x[8]672m‘8k/16 + x[12]672m'12k/16

n=0
-1+ e—wik/2 + e—ﬂik + 6—37rik/2
fur £ = 0,1,...,15. Um die expliziten Werte fiir Z[k] zu berechnen, kann
man nun entweder den obigen Ausdruck fiir £ = 0,1,...,15 auswerten

oder die folgende vereinfachte Analyse durchfiihren. Hierfiir bemerken wir
zundchst, dass 2 [k] 4-periodisch ist, denn

B[k + 4] = 1 4 e mkFD/2 o gmmithtd) 4 o=milk+4)/2
_ 14 e Tik/2 gm2mi g ik j—dmi | —3wik/2 ,—6mi

~——~ ~—~—~ ~—~—~

= z[k].

Daher gentigt es z[k]| fiir k = 0, ..., 3 zu berechnen:

20 =1+e+e +e?=1+1+1+1=4,

P =1+e ™ fe ™ fe3m2 =1 —14i=0,

P2l =14+e™+e ™ 4e M =1-14+1-1=0,

B3] =14 e 32 3™ L e9m/2 Z 1 44— 1 —i=0.
Zusammen mit der 4-Periodizitat folgt

- {4, falls k € {0,4,8,12}
0, sonst.
(c) Das N-Punkt Signal z[n] nimmt genau an L = v'N Zeitpunkten einen von

Null verschiedenen Wert an. Somit ist das N-Punkt Signal 2[n] v/ N-diinn
besetzt, das heisst r = v/N.

(d) Indem wir die Diinnbesetztheit des N-Punkt Signals x[n] ausnutzen, erhal-

ten wir
N-1
i‘[k’] _ x[n]e—Qm‘kn/N _ Z x[n]e—kan/N + Z x[n]e—Qm‘kn/N
n=0 n mit x[n]#0 n mit z[n]=0
L-1 L-1 L-1
— zlrL 6727rier/N _ zlrL 672Trikr/L — 6727m'kr/L
2 [rL] ; [rL] ;

6



fir k =0,1,..., N — 1. Falls k£ nicht durch L teilbar ist, erhalten wir aus der

geometrischen Summenformel E%:O " = (1 — g™ /(1 —q) fiir ¢ # 1, dass

L-1 —2mikL/L
Ze—ka‘r/L _l-e —0

1 — e—2mik/L ’
r=0

Falls k& durch L teilbar ist, das heisst £ = mL fiir ein m € {0,1,...,L — 1},
dann folgt

L-1 L-1 L-1

E :6727rzkr/L — § :6727rszr/L — § :6727rzmr — L.
——

r=0 r=0 r=0 =1

Somit folgt fiir die DFT des N-Punkt Signals z[n]:

S L, fallsk=mLfireinm e {0,1,...,L—1}
FE] =
0, sonst.

Damit nimmt die DFT #[k] genau an L = +/N Stellen einen von Null ver-
schiedenen Wert an, das heisst 7; = v/N. Mit dem Ergebnis zu Teilaufgabe
(c) folgt, dass r, = VN = r;.



4. Aufgabe

(a) Die Differenzengleichung lautet
1
xo[n] = x1[n] + 61’2[77, —1] - éxz[n —2].

(b) Wir bestimmen zuerst die Ubertragungsfunktion. Die Differenzengleichung

lautet im Frequenzbereich

Daraus folgt

und somit
) 1
h(f) = — — 7 _ 5270 1 L, _4nmi6
21(0) 1-—2e + 5€
_ 1
- (1 — Le—2mif) (1 — Le—2mit)
B 3 2
T 1 el C1— Le=2mi0]

wobei der letzte Schritt mittels Partialbruchzerlegung folgt.
Wir berechnen die Impulsantwort mittels Riicktransformation der Ubertra-

gungsfunktion (Tabelle) und erhalten
" 1\"
hin] =3 (5) oln] —2 (§) on].

(c) Wir konnen die BIBO-Stabilitdt von H anhand der Impulsantwort tiberpriifen:

(7)

Es gilt namlich

Y lnn)l =

n=—00 n=0
wobei die Summenformel >, ¢" = 1/(1—gq), fiir |¢| < 1, verwendet wurde.
Da h[n| absolut summierbar ist, folgt, dass H BIBO-stabil ist.

1\" 1\" 3 9
H‘) _2(5)}:1_%—1_;3@0, ®)

2

(d) i. Far 6, = 1/4 finden wir
2mign 3627m4n627rz4n — 36271’19111

x1[n] = x[nle
mit ; = 1/2. Aus der Transformationstabelle erhalten wir

#1(0) =3 i 50— 0, — k).

k=—o00



1.

Es folgt somit

22(0) = h(0)21(0) )
=7 Z (1 _ Lle—2mio ] _ le—zww) 6(0 — 0y — k) (10)

k=—o00 2 3

3 2 oo
_3<1_le2m'91 - 1_162m91> Z 60 — 61 — k) (11)
2N~ 3N —/ k=—o0

=1 -

—§§:5(9—9—k¢) (12)
=3 2 ) 7

wobei verwendet wurde, dass A(6) 1-periodisch ist. Der im Grundinter-
vall [0,1) auftretende Deltaimpuls befindet sich an der Stelle ¢, = 1/2.
Da diese Stelle im Durchlassbereich [1/3,2/3] des Filters Hgp liegt, folgt
hgp(0)i4(0) = Z2(0). Somit erhalten wir

e—27r7;90n627r7;91n _ §€7rin/2'

yln] =3

Fiir 6, = 1/2 erhalten wir
l l .l -0/
2mign 3627rz4n627r12n — 36271'29171

x1[n] = z[nle

wobei ] = 3/4. Durch Wiederholung der Schritte (9) bis (12) erhalten
wir

9

Ba(0) =a > 5(0— 6, — k),
k=—o0
wobei a@ € C eine Konstante ist, die nicht explizit berechnet werden
muss. Denn in diesem Fall befindet sich der Deltaimpuls im Grundin-
tervall [0, 1) an der Stelle ¢, = 3/4 und liegt damit ausserhalb des Durch-
lassbereiches von Hpp. Somit haben wir hgp(6)22(0) = 0 und folglich
9(0) = 0 und damit y[n| = 0.



5. Aufgabe

(a)

(b)

(©)

Fiir alle n € Z gilt

x[n] = /(” x(t)dt = /OO h(nT — t)x(t)dt = (x x h)(nT),

n—1)T
wobei

1, tel0,T
h(t) ;:{ - tel0T]
0, sonst.

Das Signal z(t) ist bandbegrenzt durch fg. Aus z,(t) = (z * h)(t) folgt
Zn(f) = #(f) - h(f) und somit ist auch z;(t) bandbegrenzt durch fz. Die
Bedingung des Abtasttheorems fiir x,(t) ist daher erfiillt, da 7" = 1/(2f5)
und somit 1/7" = 2fp. Aus der Interpolationsformel zum Abtasttheorem
folgt nun, dass

= Z(t—nT
w(t) =3 ) fT nT) (13)
e 7(t —nT)
Aus der Transformationstabelle erhalten wir
7 _ mmfT> T\ L) Sln(ﬂ-fT)
Daraus ergibt sich, dass die Fouriertransformierte von z; () gegeben ist durch
) __epsin(m fT)
s i(f) eI T <
() = (i) = { V) o M=
0, sonst.

Das Signal  kann aus den Werten z[n], n € Z, wie folgt rekonstruiert wer-
den: Mit z[n|, n € Z, kann man zunéchst =, (¢) mit Hilfe von (13) bestimmen.
Die Fouriertransformierte z( f) des Signals x(¢) ist nach Voraussetzung gleich

Null far | f| > fp. Fur |f| < fp konnen die Werte von z( f) bestimmt werden
durch

wobei hier der Nenner ungleich Nullist, da |f| < fz = 1/(27) und die erste
Nullstelle von A(f) bei f = £1/T liegt. Somit kénnen wir das vollstandige
Signal z( f) bestimmen und durch Riicktransformation erhalten wir daraus

x(t).
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