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1. Aufgabe (26 Punkte) Wir betrachten das zeitkontinuierliche, T-periodische Si-
gnal z(t), welches im Bereich —37"/2 < ¢t < 37/2 durch folgendes Diagramm
dargestellt ist:
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Ziel dieser Aufgabe ist die Entwicklung von xz(t) in eine Fourierreihe und das
Ermitteln der Signalenergie. Ferner soll untersucht werden wie sich eine Stérung
des Signals z(¢) auf die Fourierreihenkoeffizienten von x(t) auswirkt.

% (a) (3 Punkte) Bestimmen Sie ein zeitkontinuierliches Signal ¢(¢), so dass

o0

x(t)= > g(t—kT).

k=—o0

(b) (5 Punkte) Berechnen Sie unter Verwendung der Poissonschen Summenfor-
mel die Fourierreihenkoeffizienten c;, k£ € Z, des T-periodischen Signals

x(t).

% (c) (4 Punkte) Berechnen Sie die Signalenergie

E= > l|al

k=—o0

(d) (4 Punkte) Es sei ¢ € R eine Konstante. Betrachten Sie nun das zeitkontinu-
ierliche Signal

y(t) = (t) +,

welches als gestorte Version des Signals z(¢) verstanden werden kann. Zei-
gen Sie, dass y(t) ein T-periodisches Signal ist. Berechnen Sie ferner die zu-
gehorigen Fourierreihenkoeffizienten dy, k € Z.



(e) (10 Punkte) Betrachten Sie nun das zeitkontinuierliche Signal

2(t) = [y(@)] = [ (t) + €],

Zeigen Sie, dass z(t) periodisch ist und bestimmen Sie die (minimale) Pe-
riode sowie die zugehorigen Fourierreihenkoeffizienten ey, k € Z, fiir die
Fille

e c>0
o s < —1
o c=—1/2.



2. Aufgabe (18 Punkte) Die schnelle Approximation von Zeitsignalen aus einer
endlichen Anzahl an Abtastwerten ihrer Fouriertransformierten spielt in vielen
Bereichen der Signalverarbeitung (z.B., in der Magnetresonanztomographie) ei-
ne grosse Rolle. Im Folgenden wollen wir ein Verfahren untersuchen, welches ein
unbekanntes Zeitsignal aus einer endlichen Anzahl an Abtastwerten seiner Fou-
riertransformierten approximiert.

Es sei z(t) ein unbekanntes zeitkontinuierliches Signal, von welchem wir eine
endliche Anzahl an Abtastwerten seiner Fouriertransformierten kennen, d.h.,

{yn ;]fLV:_(]l/ yn 6 (C, mlt

Yo = 3(f) = / w(t)e L, 1)

o0

Die Abtastpunkte {f, 7];’:_01, fn € R, sind vorgegeben und miissen nicht notwen-

digerweise auf einem Gitter liegen. Wir besitzen ferner Strukturinformation zum
unbekannten Signal z(¢) und wissen, dass sich z(¢) gut in der Form

N-1
a(t) =Y ag(t — 1)) (2)
J=0

approximieren ldsst, wobei das zeitkontinuierliche Signal ¢(¢) sowie die Appro-
ximationspunkte {¢;}}', t; € R, vorgegeben sind. Die Approximation des unbe-
kannten Signals z(t) unter Verwendung der Strukturinformation (2) lauft damit
auf die Bestimmung der unbekannten Koeffizienten {«; ;V:—Ol aus den Abtastwer-

ten {y,})=; hinaus.

% (a) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Fouriertransformierte z,(f) der Approxima-
tion z,(t) aus (2).

(b) (4 Punkte) Nehmen Sie an, dass die Approximation z,(t) die Fouriertrans-
formierte des unbekannten Signals z(¢) an den Abtastpunkten {f, }" per-
fekt nachbildet, d.h., es gilt

a3\a<fn) = /x\(fn)a
firn=0,...,N — 1.

Bestimmen Sie eine Matrix M € CV*V  sodass
Ma =y, 3)
wobei a = (ap o ... aN_l)T € CV der Vektor ist, dessen Eintrage die Ko-

effizienten {o;} " in (2) sind, und 'y = (yo 41 - .. yN,l)T € CV ist der Vek-
tor, dessen Eintrdge die Abtastwerte {y,, } - in (1) sind.



Nehmen Sie fiir die folgenden Teilaufgaben an, dass g(t) = d(¢).

(¢) (8 Punkte) Wir mochten ein Verfahren entwickeln, welches das
Gleichungssystem (3) in O(Nlog(/N)) arithmetischen Operationen 16st.
Die Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division zweier komplexer
Zahlen zdhlen wir dabei jeweils als eine arithmetische Operation. Beschrei-
ben Sie das Verfahren und geben Sie Bedingungen an die Abstastpunkte
{fa}0=) und an die Approximationspunkte {t;}7°' an, welche fiir die
Anwendung dieses Verfahrens erfiillt sein miissen.

(d) (3 Punkte) Das unbekannte Signal z(¢) soll nun auf einem reguldren Gitter
approximiert werden, d.h., wir nehmen an, dass die Approximation z,(t)
von der Form

N-1 N-1
a;g(t —j) :Za](St—]
Jj=0 =0

ist, wobei N € N eine beliebige natiirliche Zahl ist. Ferner werden die Ab-
tastwerte {y,}"")} an den Stellen f, = n, fiirn = 0,..., N — 1, genommen.
Kann das Verfahren aus Teilaufgabe (c) verwendet werden, um das Glei-
chungssytem (3) in O(N log(N)) arithmetischen Operationen zu losen? Be-
griinden Sie Ihre Antwort.



3. Aufgabe (21 Punkte)

In dieser Aufgabe beschiftigen wir uns damit ob ein unbekanntes zeitkontinu-
ierliches Signal x(t) aus seinen Abtastwerten x(nT"), n € Z, rekonstruiert werden
kann, wenn bekannt ist, dass z(t) folgende Struktur hat:

x(t) = Z anp(t —nT).

Hierbei ist ¢(t) ein bekanntes Signal, 7' > 0 eine bekannte Abtastperiode und a,,

n € Z, sind unbekannte Koeffizienten, die es gilt aus den Abtastwerten z(nT),
n € 7, zu ermitteln.

* (a) (3 Punkte) Bestimmen Sie einen Ausdruck fiir die Fouriertransformierte
Z(f) von z(t).

% (b) (3 Punkte) Betrachten Sie nun das bandbegrenzte Signal
sin(wt/T")
)= L/
(1) /T
Ist es moglich x(t) aus seinen Abtastwerten x(n1’), n € Z, zu rekonstruieren?
Falls “ja”, erkliren Sie wie; falls “nein” geben Sie ein Gegenbeispiel an.

(c) (4 Punkte) Betrachten Sie nun das nicht-bandbegrenzte Signal

14 py<r
t — T —
2 (0) {0, it > T.

Ist es moglich z(t) fiir jede beliebige Folge a,, n € 7Z, aus seinen Abtastwer-
ten x(nT'), n € Z, zu rekonstruieren?
Falls “ja”, erkliren Sie wie; falls “nein”, geben Sie ein Gegenbeispiel an.

% (d) (7 Punkte) Wir sagen, dass ¢(t) das Nyquist-Kriterium erfiillt, wenn

1 &< . k )
- Z(p(f—?)—l, fir alle f € R.

k=—00

Zeigen Sie, dass die Erfiillung des Nyquist-Kriteriums garantiert, dass

1, n=0

sO(nT)—{O n£0

und damit perfekte Rekonstruktion von z(¢) aus seinen Abtastwerten x(n1),
n € Z, ermoglicht.

Hinweis: Die Poissonsche Summenformel konnte hilfreich sein.

% (e) (4 Punkte) Uberpriifen Sie fiir ¢(t) aus Teilaufgabe (b) ob das Nyquist-
Kriterium erfiillt ist.



4. Aufgabe (22 Punkte) Betrachten Sie ein zeitdiskretes LTI-System H, das durch
die Ubertragungsfunktion
" 6271'1,9 + l
h(0) = 3 e
e Tl oe ™
charakterisiert ist, wobei a € C eine unbestimmte Konstante mit |«| < 1 ist.

% (a) (4 Punkte) Geben Sie eine Differenzengleichung an, die das System im Zeit-
bereich beschreibt.

(b) (5 Punkte) Entwerfen Sie ein Blockschaltbild fiir das System H bestehend
aus

e Addierern,
e Multiplizierern mit Konstanten,
o Zeitverzogerungselementen.

% (c) (4 Punkte) Bestimmen Sie die Impulsantwort & [n| des Systems H.
(d) (4 Punkte) Ist das System H BIBO-stabil? Begriinden Sie Ihre Antwort.

% (e) (5 Punkte) Nun sei & = 1/2. Geben Sie ein Eingangssignal z[n| an, sodass
(Hz)[n] = 1 fur alle n € Z gilt.



5. Aufgabe (13 Punkte) Wir betrachten ein Signal x(¢), dessen Spektrum sich aus
der folgenden Skizze ablesen l&sst.

#(f)
1

Um eine Abtastung des Signals z(t) mit der Abtastperiode 7" = 1/3 zu modellie-
ren, bilden wir das Signal

o0

y(t) = Z x(nT)d(t —nT).

n=—oo

% (a) (5Punkte) Skizzieren Sie den Graphen der Fouriertransformierten y( f) von
y(t) im Bereich —5 < f < 5. Achten Sie auf die Beschriftung der Achsen!

% (b) (2 Punkte) Ist die Abtastrate 1/7" mit 7" = 1/3 kleiner, gleich oder grosser als
die Nyquistrate des Signals x(¢)? Was bedeutet das in Bezug auf die Rekon-
struierbarkeit von x(t) aus y(t)?

(c) (6 Punkte) Das Signal y(¢) wird nun gefiltert geméss z(t) := (y * hrp)(?),

wobei
. 1 <2
hrp(f) = {07 :;: ; 2.

Berechnen Sie z(t).



