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1. Aufgabe

(a) Wir definieren das zeitkontinuierliche Signal

7 (1)

w(t) = Y g(t—kT). 2)

(b) Mit Hilfe der Poissonschen Summenformel und Gleichung (2) aus der vor-
herigen Teilaufgabe ergibt sich

Kty = Y glt—KT) = 1 3 Glk/T) T
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Die Fouriertransformierte g( f) von g(t) ergibt sich aus der Formelsammlung
zu

R in?(rTf/2
gt -2

Somit erhdlt man fiir die gesuchten Fourierreihenkoeffizienten:

1.
Cr = fg(k/T) = T2k2

(c) Mit Hilfe der Parsevalschen Beziehung fiir periodische Signale erhilt man

E= Y laf

k=—o00

1 2

sin®(k7/2) .




Aufgrund der Symmetrie von x(t) lasst sich dieses Integral gemdss

1 /7 , o [T/2 ,
— t)|*dt = = t)|=dt
7 | weora =2 [l

schreiben. Somit erhalten wir
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(d) Das Signal y(t) ist T-periodisch, da y(t + T) = z(t + T) + ¢ = z(t) + ¢ =
y(t), fur alle t € R gilt, wobei wir die T-Periodizitdt von z(¢) verwendet
haben. Wir berechnen zunéichst die Fourierreihenkoeffizienten w;, k € Z,
des konstanten Signals w(t) := ¢. Dieses Signal ist offenbar 7T-periodisch.
Fir k € Z und k # 0 erhalten wir

—2ms t=T
:_/ e r T K _E Sl
T |-2mik/T|,_, T |—2nik/T '

Fiir k = 0 gilt
1 /7
wsz/o edt = ¢,

und somit erhalten wir zusammenfassend wy = €d[k]. Da die beiden Signale
z(t) und w(t) = ¢ die gleiche Periode haben, namlich 7', konnen wir die
Fourierreihenkoeffizienten dj von y(t) = z(t) + w(t) = z(t) + € als Summe
von ¢;, und wy, berechnen, das heisst

di = ¢, + €6[k],
wobei ¢, k € Z, die Fourierreihenkoeffizienten des T-periodischen Signals
x(t) aus Teilaufgabe (b) sind.
(e) o Fire > 0gilt 2(t) = |y(t)| = |2(t) + ¢| = x(t) + ¢ = y(¢) und somit hat
z(t) die Periode T und es gilt
e = dk =ci + 65[%],

wobei ¢, k € Z, die Fourierreihenkoeffizienten des T-periodischen Si-
gnals z(t) aus Teilaufgabe (b) und d;, £ € Z, die Fourierreihenkoef-
fizienten des T-periodischen Signals y(¢) aus Teilaufgabe (d) sind.

e Fiir ¢ < —1 hat 2(¢) folgende Gestalt:



|
5
|
~
|
Sl
Sl
~
5

Dieses Signal hat Periode 7" und lésst sich folgendermassen ausdriicken:
2(t) = |e| — x(t).

Da das konstante Signal |¢| und das Signal z(¢) beide T-periodisch sind,
konnen wir ey, als Differenz der zugehorigen Fourierreihenkoeffizienten
berechnen. Wir erhalten somit

€ = |€|5[k] — Ck,

wobei ¢, k € Z, die Fourierreihenkoeffizienten des T-periodischen Si-
gnals z(t) aus Teilaufgabe (b) sind.

e Fiir ¢ = —1/2 hat z(¢) folgende Gestalt:

Wir erkennen, dass in diesem Fall z(¢) lediglich eine in Zeit und Amplitude
skalierte Version von z(t) ist:

2(1) = 5(20)

Aus der Formelsammlung erhalten wir somit, dass die Fourierreihenkoeffi-
zienten des T'/2-periodischen Signals z(t) gegeben sind durch
1

€ = <Ck

5k = 373 sin?(km/2) .




2. Aufgabe

(a) Mit Hilfe der Definition der Fouriertransformation und der Formelsamm-
lung folgt

o0 N-1 o0 N-1
Fa(f) = / zo(t)e At =Y a; / glt—ty)e ™It = 3 " aje g (f).
—0 §=0 - J=0

(b) Da nach Voraussetzung

Ta(fn) = Z(fn) = Yn
firn=20,...,N — 1, folgt

Yo = D age TG (). 3)

Wir definieren die Matrix M € CV*¥ mit den Komponenten M,, ;. als
M, = e "G ( f)
firn=0,...,N—-1,k=0,..., N — 1. Somit gilt mit Hilfe von (3)
Ma =vy. 4)

(c) Wir losen das Gleichungssystem (4) mit Hilfe der schnellen Fouriertransfor-
mation (FFT). Dazu stellen wir Bedingungen auf, sodass die Matrix M eine
DFT-Matrix ist. Konkret nehmen wir an, dass die Anzahl N der Abtastpunk-
te eine Zweierpotenz ist, d.h., N = 2 fiir ein L € N. Dies ist notig, damit das
in der Vorlesung vorgestellte decimation-in-time-Schema fiir die FFT funktio-
niert. Ferner stellen wir folgende Bedingung an Abtast- und Approxima-
tionspunkte:

firn=0,...,N—-1,k=0,...,N — 1. Zum Beispiel erfiillen die Abtast- und
Approximationspunkte
fo=n/VN, t,=k/VN,

firn =0,...,N—-1,k = 0,...,N — 1, die Bedingung (5). Damit ist die
Matrix M mit den Komponenten

Mn,k _ e—ZWifntk/g\(fn) _ e—?ﬂ'ink/N

~

die N x N DFT-Matrix F 5, wobei wir verwendet haben, dass g(f,,) = d(f,) =

1, firn=0,..., N — 1. Der Koeffizientenvektor a« wird nun mittels
1
a=M"y=(Fy)ly = <Fyy

bestimmt, wobei man die Matrix-Vektor Multiplikation +F¥y mit Hilfe der
FFT in O(N log(N)) Operationen berechnen kann.



(d) Es muss, wie im Losungsweg der Teilaufgabe (c) beschrieben,
foty = nk/N (6)

gelten, damit die FFT angewendet werden kann. Da die Approximations-
punkte {t;};, von der Form t; = k sind, vereinfacht sich die Bedingung
(6) zu

Jn= TL/ N, (7)
firn =0,..., N — 1. Bedingung (7) ist jedoch nicht erfiillt, da nach Voraus-
setzung f, =nfirn=0,...,N — 1, und N allgemein ist.



3. Aufgabe

(a) Mit Hilfe der Verschiebungseigenschaft und der Linearitidt der Fouriertrans-
formation erhalten wir

B(f) = ( > ane_QM”Tf) p(f)-

Aus dieser Darstellung folgt, dass Bandbegrenztheit von ¢(¢) zu Bandbe-
grenztheit von z(t) fithrt. Konkret ist in diesem Fall die Bandbreite von x(t)
gleich der Bandbreite von ().

(b) Fur ¢(t) = sn(mt/T) orhalten wir fiir alle k € Z

wt)T
z(kT) = Z an (kT —nT) = ay.
et —_——
=d4[k—n]
Somit kann
z(t) = Z anp(t —nT) = Z z(nT)p(t —nT)

eindeutig aus seinen Abtastwerten rekonstruiert werden. Die Darstellung

sin(w(t — nT)/T

n=—oo

entspricht gerade der Interpolationsformel zum Abtasttheorem fiir bandbe-
grenzte Signale.

(c) Fur

14 py<r
t — T —
2 (t) %, it > T

erhalten wir wieder ¢(kT — nT') = [k — n| fiir alle k,n € Z und somit

o0

z(kT) = Z an (KT —nT) = ay,

=0[k—n]

fir alle £ € Z. Polglich kénnen wir die Koeffizienten a,, n € Z, wieder
aus den Abtastwerten z(nT"), n € Z, bestimmen und somit an Hand der
Darstellung

o) = 3 anplt —nT),

hieraus x(t) ermitteln.

(d) Wir nehmen an, dass das Nyquist-Kriterium

Y o) ®
k=—o00



(e)

erfiillt ist. Zunachst betrachten wir die Poissonsche Summenformel

00 1 [e's) . ‘
k;mw — kT) = fn;wwm/ﬂem”. ©)
Wir wenden nun (9) an mit ¢ in der Rolle von ¢, 1/T" in der Rolle von 7', t in
der Rolle von f und f in der Rolle von ¢. Unter Verwendung der Beziehung
o(t) = p(—t) erhalten wir damit
- _Z)l=7 —nT 2minT f
k;;;¢<f T) n;;jd nT)e

oder anders ausgedriickt

1 - A k - —2min
72 #(sg) = 3 etmet
k=—oc0 n=-—00

Somit ist das Nyquist-Kriterium dquivalent zu

1= Z o(nT)e 2T, (10)
Wir setzen 6 := T'f in (10) und fassen die rechte Seite in (10) als zeitdiskre-
te Fouriertransformierte des Signals ¢[n] := ¢(nT’) auf. Durch Riicktrans-
formation beider Seiten in (10) erhalten wir mit Hilfe der Transformations-
tabelle

d[n] = ¢ln],
wie gewtinscht. Die perfekte Rekonstruierbarkeit von z(t) aus seinen Ab-
tastwerten z(n1"), n € Z, folgt nun wie in den Teilaufgaben (b) und (c) aus
der Tatsache, dass

o0

z(kT) = Z an (KT —nT) = ay,
Bl ———
=0[k—n]
und somit
w(t)= > az(nT)p(t —nT).
Fir p(t) = Sing/tf) aus Teilaufgabe (b) erhalten wir
. T, |fl<s
o(f) = il
Oa |f| > 2T
und somit

1 & . k
fk;msﬁ(f—f) =1,

da die liickenlose Aufsummierung verschobener Rechtecksignale das ge-
wiinschte konstante Signal liefert.



4. Aufgabe

(a) Die Eingangs-Ausgangsbeziehung im Frequenzbereich lautet

9(0) = h(6)2(9),
wobei z(6), () die zeitdiskreten Fouriertransformierten des Eingangssignals
z[n] und des Ausgangssignals y[n| bezeichnen. Damit erhalten wir

(1= ac2)j6) = (17 4 o7 a(9),
woraus sich nach Riicktransformation unter Verwendung der Formelsamm-
lung die Differenzengleichung
yln] — ayln — 1] = an — 1] + %x[n 9
ergibt.

(b) Ein mogliches Blockschaltbild, welches die Differenzengleichung aus Tei-
laufgabe a) realisiert, ist das Folgende:

z[n] z! I i > y[n]

(c) Wir formen den gegebenen Ausdruck fiir () folgendermassen um:

e2w19+_ 1_|_ 1 —2mo9 1+ 1 —27r19
2 _ 6—27”0

(0> - 647ri9 _ 04627”'9 - eQmB o - 1 — ae—?m@

- 1 1 , 1
— —27i0 = —2mif
€ (1 — qe—2mib + 26 1— 046_2”9> :

Unter Verwendung der Formelsammlung ergibt sich hieraus

h

h[n] = a" to[n — 1] + %an20[n —2].

(d) Zur Uberpriifung der BIBO-Stabilitit berechnen wir

S il = 3 Jamtofn— 1]+ %a"ZU[n _9

n=—oo n=—0oo

<l 4 5>l
n=1 n=2
3=, m

31 _
21— |af
wobei wir die Dreiecksungleichung und die Annahme |a| < 1 verwendet

haben. Aus der absoluten Summierbarkeit der Impulsantwort folgt, dass
das System H BIBO-stabil ist.




(e) Die Bedingung (Hx)[n| = 1 fiir alle n € Z bedeutet im Frequenzbereich, dass

h(0)E(0) = Y 5(0— k),

und somit o
#(0) = 3(19) kz_:oo 50— k)
_ kio ;l(lkf(" — )
- %ki 50— k),

Durch Riicktransformation folgt das gesuchte Eingangssignal

1
xln| = 3 fur alle n € Z.



5. Aufgabe

(a) Fiir die Fouriertransformierte ( f) von y(t) folgt mit Hilfe der Formelsamm-
lung
A 1« . k
=7 (1-7)
Mit 7' = 1/3 und dem gegebenen Spektrum von z(t) erhalten wir damit die
folgende Skizze:
y(f)

A

| | | | | | | | | — f
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

(b) Nach dem Abtasttheorem ist die Nyquistrate fx gegeben durch die doppelte
Bandbreite des Signals. Somit erhalten wir fiir das vorliegende Signal fn = 4
und da T" = 1/3 gilt, ergibt sich

1

— < .

< Jx

Es wird also unterabgetastet. Somit kann z(¢) nicht aus y(¢) rekonstruiert
werden.

(c) Unter Verwendung des Ergebnisses von Teilaufgabe (a) ergibt sich die fol-
gende Gestalt fiir das Spektrum des gesuchten Signals z(?):

(/)

A

1 % % 1 f
-3 =2 -1 0 1 2 3

Somit konnen wir 2( f) zerlegen in die Differenz von zwei Rechtecksignalen

2(f) = 1) = 72(f),

10



wobei

o )6 [fI<2
1m{o, |f] > 2
N i
7ﬂ2(f>_{o, f] > 1.

Die Riicktransformierten der Rechtecksignale ergeben sich mit Hilfe der Trans-
formationstabelle zu
6 sin(47t)
) = ——+-
rit) mt
_ 3sin(2nt)

Tz(t) —_—.

it

Hieraus erhalten wir schliesslich das gesuchte Signal zu

_ Gsin(4nt)  3sin(27?)

2(t) :

7t 7t

11



