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1. Aufgabe (20 Punkte) Tiefe neuronale Faltungsnetzwerke (engl. deep convoluti-
onal neural networks) werden von vielen Unternehmen (u. A., Google, Facebook,
Amazon) zum Finden von Strukturen in grossen Datenmengen verwendet. Diese
Netzwerke bestehen aus mehreren hintereinandergeschalteten Modulen, wobei
jedes einzelne Modul die folgenden drei Operationen durchfiihrt: (i) Faltungen
mit Impulsantworten von verschiedenen LTI-Systemen, gefolgt von (ii) nicht-
linearen Operationen, sowie (iii) einer Zusammenfassung von Signalen (z.B., mit
Hilfe von Additionen und Tiefpassfilterung). Das Ziel dieser Aufgabe ist es, ein
einzelnes Modul solch eines Netzwerkes zu untersuchen.

Betrachten Sie dazu das folgende System:
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> Hfl > ( . )2 ( )
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Hierbei ist Hy, fiir k € {—1,0, 1}, ein zeitkontinuierliches LTI-System mit Impuls-
antwort

sin(27rt) e?m’kt

hi(t) = (1)

it

Ferner antwortet der Quadrierer ( - )* auf ein Eingangssignal z(¢) mit dem Aus-
gangssignal 2°(t). Das Tiefpassfilter h,,y, (t) habe den Frequenzgang

N )4 |f| < fga
ety ) = {o, 71> fo

mit o, f, > 0.

* (a) (5 Punkte) Bestimmen Sie die zeitkontinuierliche Fouriertransformation
hi(f), fur k € {—1,0,1}, der Impulsantwort h(t) in (1). Skizzieren Sie zu-
dem hy(f), fur k € {—1,0,1}. Achten Sie auf die Beschriftung der Achsen!

% (b) (3 Punkte) Uberpriifen Sie fiir welche k € {—1,0, 1} die Impulsantwort hy(t)
absolut integrierbar ist, d.h., fiir welche £ € {—1,0, 1}

/Oo\hk(t)]dt <

[e.9]

gilt. Begriinden Sie Ihre Antwort!



Nehmen Sie in den folgenden beiden Teilaufgaben an, dass das Eingangssignal

durch

o(t) = sin(4t)

7t

gegeben ist.

(c) (7 Punkte) Bestimmen Sie die Zwischensignale x_,(t), zo(t) und x;(¢).

(d) (5 Punkte) Uberpriifen Sie fiir welche «, f, > 0 die Gleichheit
y(t) ==z(t), teR,

gilt. Begriinden Sie Ihre Antwort!



2. Aufgabe (19 Punkte)
Esseien T > 0 und K € N\ {0}. Betrachten Sie das Signal

K
z(t) =) apcos(2mfxt + or), VtER, ()
k=1
wobei a; > 0, ¢y € [0,27), und f;, € [0, %), furalle k € {1,2,..., K}.

% (a) (4 Punkte) Uberpriifen Sie, ob das Signal z(t) aus seinen Abtastwerten
xz(nT), n € Z, exakt rekonstruiert werden kann. Begriinden Sie Ihre Ant-
wort.

Im restlichen Teil der Aufgabe nehmen wir an, dass die Abtastwerte x(nT’) ledig-
lichfurn € {1,2,..., N — 1} bekannt sind, wobei N € N\{0} fest ist. Wir mochten
das Signal z(t) in (2) aus den Abtastwerten z(n1), n € {0,1,..., N — 1}, exakt
rekonstruieren. K sei als bekannt vorausgesetzt.

% (b) (5Punkte) Nehmen Sie in dieser Teilaufgabe an, dass N = 2K + 1 und f; =

%, furalle k € {1,2,..., K}. Geben Sie eine Methode zur Bestimmung von

z(t) aus z(nT),n € {0,1,2,..., N — 1}, an.

% (c) Nehmen Sie in dieser Teilaufgabe an, dass N = 4K und f;, fiir alle k£ €

{1,2,..., K}, wieder beliebige Werte im Intervall [0, %) annehmen kann.

% i (5Punkte) Zeigen Sie, dass die Abtastwerte z(nT'), n € Z, in der Form
2K
z, =x(nT) = Z by, Vn € Z, 3)
k=1

geschrieben werden konnen und bestimmen Sie die zugehorigen Para-
meter b, € C\{0} und 6, € R, furalle k € {1,2,...,2K}.

% ii. (2 Punkte) Es sei
2K
Pz =3 pue” @
m=0
ein Polynom in z € C mit p,, € C, fiiralle m € {0,1,...,2K}. Die Null-

stellen des Polynoms (4) seien durch e~ k € {1,2,...,2K}, gegeben,
dh., P(e7) =0, furalle k € {1,2,...,2K}. Zeigen Sie, dass

2K
E PmTpn—m = Oa
m=0

wobei z,, die in (3) gegebenen Abtastwerte sind und die Parameter 0,
hier gleich den Parametern ¢, in (3) sind.



% iii. (3 Punkte) Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden Gleichung:

i I oo Toag-1
X1 ) Ce Lok
=VDV?
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wobei z,, die in (3) gegebenen Abtastwerte sind,

by 0 - o 0
0 b O :
D= 0
- w0
0 oo oo 0 by
eine Diagonalmatrix ist und V eine sogenannte Vandermonde-Matrix,
die gegeben ist durch
1 1 o 1
e’ et e et02x
V _ 62i01 62’i92 . 621'92K (5)
6(2K.—1)i91 e(?K.—l)ieg o 6(2K—.1)i92K



3. Aufgabe (21 Punkte)

% (a) (4 Punkte) Bestimmen Sie die zum folgenden zeitdiskreten LTI-System ge-
horige Differenzengleichung, die das Ausgangssignal y[n| als Funktion des
Eingangssignals x[n] beschreibt.

z[n]

Y
an)
>
Y
an)
>~
Y
>
Y
<
=

L.b_ L.Q_

% (b) Fiir ein zeitdiskretes Signal z[n] und eine nattirliche Zahl N € N, sind der
Expander und der Dezimator beziiglich des Faktors /N definiert durch

xz[n/N], falls n durch N teilbar ist,
0, sonst,

(Expy z)[n] = {

(Dezy z)[n] = z[nN].

Es sei H ein zeitdiskretes BIBO-stabiles System.
i. (1 Punkt) Geben Sie die Definition von BIBO-Stabilitat fiir zeitdiskrete
Systeme an.

ii. (2 Punkte) Welche der folgenden Systeme sind BIBO-stabil? Begriinden
Sie IThre Antworten formal tiber die Definition von BIBO-Stabilitét.

Y

zn] — H

Dezy | y[n] x[n] - Dezy > H |— y[n]

1) 2)

3) 4)

% (c) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir die zeitdiskrete Fouriertransformierte des
expandierten Signals y[n| = (Expy x)[n| gilt

y(0) = 2(NO).



(d) Wir betrachten nun das System 4) in (b) mit NV = 2. Das LTI-System H habe
die Impulsantwort

wobei o € R\{0} und 5 € R.
% i. (4 Punkte) Geben Sie einen moglichst grossen Wertebereich fiir 3 an, fiir
den H sicher BIBO-stabil ist. Bestimmen Sie /().

ii. (7 Punkte) Fiir das Eingangssignal z[n] = 2¢™" beobachten wir nun das
zugehorige Ausgangssignal y[n] = 2(1 — i/2)e™/2 4+ 2(1 + i/2)e’ /2,
Bestimmen Sie die Fouriertransformierte des Ausgangssignals des Ex-
panders, §(6), und die zugehorigen Werte fiir o und f.



4. Aufgabe (20 Punkte) Das Bestimmen der Fouriertransformation z(f) eines zeit-
kontinuierlichen Signals z(¢) erfordert die Kenntnis des gesamten Verlaufs des
zugrundeliegenden Signals, d.h., Kenntnis der Werte von z(t) fiir alle ¢ € R. Da
dies in der Praxis oft nicht realisierbar ist, werden nur Ausschnitte von x(t) be-
trachtet. Die daraus resultierende Kurzzeit-Fouriertransformation (engl.: short-
time Fourier transform oder STFT) des Signals x(t) mit der reellwertigen Fenster-
funktion h(t) ist definiert als

Tu(t, f) = /OO z(T)h(T — t)e >"7dr.

o0

% (a) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir gegebene Fensterfunktion /(t) die Abbildung
x(t) — Zp(t, f) linear ist.

% (b) (7 Punkte) Der Modulationsoperator My, und der Translationsoperator 7,
sind definiert durch

(Mpyz)(t) = ™ol (t) und (Tyyx)(t) == x(t — to).
Zeigen Sie, dass folgende Identitat gilt:
TtoMfo = 6_27rifOt0]wfoTto‘

Zeigen Sie ferner, dass folgende Eigenschaften der Kurzzeit-Fourier-
transformation gelten:

2h<t7f> :ilh(thf_f())? fl".11‘221\4%:1:7
Zn(t, f) = e_sztofch(t —to, f), fir z = Ty, ,
§h<t, f) = 672ﬂft0i’h(t — to, f — fo), fur z = EOMfOx.

% (c) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass 2 (t, f) als Funktion der Fouriertransformierten
z(f) und h(f) in folgender Form dargestellt werden kann:

o

(e, £) = [ (oS = p)e .
(d) (6 Punkte) Gegeben seien nun das zeitkontinuierliche Signal
x(t) = sin(27 fot)

und die Fensterfunktion

1 T

T t < _Oa
h(t) = ¢ To g 2

0, sonst.

Geben Sie die zugehorige Kurzzeit-Fouriertransformation (¢, f) an. Be-
rechnen Sie den Wert von 7, (¢, f) im Limes 7, — 0 und interpretieren Sie
das Ergebnis.



5. Aufgabe (20 Punkte) Die Autokorrelation eines Signals ist ein Mass dafiir, wie
sehr ein Signal seinen zeitverschobenen Versionen dhnelt. Fiir ein zeitdiskretes
Signal z[n] ist die Autokorrelation definiert durch

[e.e]

re[n] = Z x*[m|x[m + n]. (6)

m=—0o0

% (a) (3 Punkte) Stellen Sie r,[n] als lineare Faltung dar, das heisst, finden Sie zeit-
diskrete Signale x;[n] und z3[n], sodass r,[n] = (x * x5)[n], fir alle n, gilt.

In den folgenden Teilaufgaben betrachten wir ein zeitdiskretes Signal z[n] der
Lange 1024, das heisst, z[n] = 0 fiir alle n < 0 und alle n > 1023.

% (b) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Lange des Signals r,[n], das heisst, die kleinste
Zahl L, fir die ein ny € Z existiert, sodass r,[n] = 0 fiir alle n < ny und alle
n > ng+ (L — 1).

Im Folgenden soll ein effizientes Verfahren zur Bestimmung der Autokorrelation
des oben angenommenen Signals z[n]| der Lange 1024 untersucht werden. Es sei
N € Nmit N > 1024 aber sonst beliebig und Xy = [Zx[0], ..., Zx5[N —1]] sei die N-

Punkt DFT (diskrete Fouriertransformation) des Signals xy = [z[0], ..., z[N —1]].
Dariiber hinaus definieren wir gy = [gn][0], ..., gn[/V — 1]] als die N-Punkt IDFT
(inverse diskrete Fouriertransformation) des Signals [|Zx[0][%,...,|Zn[N — 1]J%].

Der Ansatz des Verfahrens besteht darin, die Autokorrelation 7, [n] in (6) aus dem
Signal gy zu gewinnen.

% (c) (4 Punkte) Geben Sie einen expliziten Ausdruck fiir g[n|,n =0,...,N —1,in
Abhingigkeit von z[n] an.

(d) (4 Punkte) Werten Sie die Formel aus Teilaufgabe (c) fiir n = 0, 1, 2 aus. Wie
miissen Sie N wihlen, damit gx[n| = r,[n] furn =0,1,27?

(e) (6 Punkte) Bestimmen Sie nun das kleinstmogliche N > 1024, welches er-
laubt r,.[n] fur alle n aus gy zu erhalten und erkldren Sie wie r,[n| aus gy
gewonnen werden kann.



