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1. Aufgabe

(a) Aus der Transformationstabelle erhalten wir

wn-{y s

fur k € {—1,0, 1}. Damit ergeben sich folgende Schaubilder:

(b) Es gilt

sin (27t

/_Z|hk(t)]dt: /_Z T)‘dt.

(1)

Da der Ausdruck auf der rechten Seite in (1) unabhingig von £ ist, folgt,
dass alle Impulsantworten die gleiche Eigenschaft beziiglich der absoluten
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(©)

Integrierbarkeit haben, d.h., entweder sind alle h;, £ € {—1,0, 1}, absolut
integrierbar oder nicht. Wir betrachten im Folgenden eine konkrete Impuls-
antwort, namlich h(t) mit Frequenzgang

. _ L, |f| <1,
holf) = {o, > 1.

Der Frequenzgang hat Unstetigkeitsstellen beit = —1 und ¢ = 1. In der Vor-
lesung wurde gezeigt, dass Unstetigkeitsstellen im Frequenzgang implizie-
ren, dass die zugehorige Impulsantwort nicht absolut integrierbar ist (siehe
Riemann-Lebesgue Lemma im Skriptum). Somit ist ho(¢), und damit auch
h_1(t) und h4(t) nicht absolut integrierbar.

Wir transformieren das Eingangssignal z(¢) in den Frequenzbereich und er-
halten mit Hilfe der Transformationstabelle

)L =2,
xm_{o, > 2.

Die Funktion Z( f) lasst sich wie folgt darstellen:

~

Um die Systemantworten (Hjx)(t) nach Durchlaufen der LTI-Systeme H), zu
bestimmen, definieren wir

gr(t) :== (Hpx)(t) = (x x hy)(t), Vke{-1,0,1},
und erhalten weiter
G(f) =3(f) - hi(f), Yk € {-1,0,1}.

Mit Hilfe des Schaubildes fiir Z(f) und der Schaubilder aus Teilaufgabe a)
erhalten wir:
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Aus den Schaubildern fir die g, und die hy ist ersichtlich, dass a(f) =
hi(f), fur k € {—1,0,1}, und damit g (¢) = hi(t), fir k € {—1,0,1}. Schliess-
lich gilt fiir die Zwischensignale
in®(2mt) 4.,

oi(t) = g2(t) = h2(t) = %e‘mkt, Vk € {~1,0,1}. )

Wir definieren das Hilfssignal
2(t) == w_1(t) + zo(t) + z1(2).

Die Linearitat der Fouriertransformation liefert

2(f) =25(f) + 2o(f) + 21(f)-

Mit Hilfe der Identitét (2), der Transformationstabelle, und unter Bertick-
sichtigung der Korrespondenz

2 (t) = x(t)x(t) o—e (T+T)(f)
erhalten wir

" 0, If — 2k| > 2, Rl

Als Summe von drei ,Hiitchensignalen” der Form
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hat das Hilfssignal z(t) folgende Gestalt:

Wir konnen somit die Gleichung

y(t) = (2 ha,p,)(t) = (1)

mit a = % und f, = 2 erfiillen.



2. Aufgabe

(a)

(b)

Da die Fouriertransformierte des Signals z(t) gegeben ist durch

e f

e (00f = fi) +o(f + fu)),

]~
S

E(f) =

k=1

2T

und f; € JO L), furalle k € {1,2,..., K}, ist das Spektrum von z(t) auf das

Intervall (—55, 5 ) begrenzt. Somit ist die Bedingung
1 1
fs=722f=7

fur die Giiltigkeit des Abtasttheorems erftillt, und das Signal z(¢) kann daher
aus seinen Abtastwerten z(n1"), n € Z, exakt rekonstruiert werden.

Die Rekonstruktion des Signals z(t) beschrankt sich dank der Struktur des
Signals gemiss (2) auf das Bestimmen der Parameter {(ay, vx)}, aus den
Abtastwerten x(nT'). Der n-te Abtastwert von z(t) kann geschrieben werden
als

2
K-1 2K —
Akt1 iy, 2mitktln 2K -k _jp —2mi2K —k)n
= 5 e Fktle™ N Te 2K—k o N
k=0 k=K
K-1 a 2K—1 a
2min : 2mikn —_ : 27ikn
— e N z : k2+1 ePrtle™ N 4 § : 2]; k’e—upgK_ke N (3)
k=0 k=K
2K—1
2min 2mikn
—= e N Qe ,
k=0
wobei in (3) N = 2K + 1 verwendet wurde und
I s s ke{0,1,... K —1},
k= ey
2Ekeweck e {K,K+1,...,2K —1}.

Nun erkennen wir, dass die Parameter oy, aus



durch Invertieren des Gleichungssystems

Zo
_2m
Tri€e N
_ 2mi(N—2)
ITN—2€ N
_ 2mi(N-1)
ITN-1€ N
1 - 1 1
2mi 2mi(N-2) 2mi(N-1) Qo
1 eN . e N e N oy
2mi(N—2) 27mi(N—2)2 27i(N—1)(N—2)
1 e e N e N QaN-—2
27i(N—1) 27i(N—2)(N—1) 2mi(N—1)2 0
1 e~ ... € N e N
N - J
:F%

bestimmt werden konnen, wobei F die N x N DFT-Matrix ist und damit
(siehe Vorlesung) invertierbar.
Weil a;, > 0 und ¢, € [0,27), folgt dass a; = 2|ax_;| und ¢, durch das
Argument (modulo 27) von oy, furalle k € {1,2,..., K}, gegeben ist.

(c) i. Der n-te Abtastwert kann geschrieben werden als

K

ag , . .
z(nT) = Z Ek (el(Q"rfknT'HDk-) + 6—1(27rfknT+<pk,))
k=1
K 2K
_ Z %ei%e%ifknT + Z Ak—K o~ iPk—K p=2mifr— T
k=1 k=K+1
2
_ bkeiek”,
k=1
wobei
b — eelh, ke{l1,2,...,K},
BKeior-r ke {K+1,K+2,...,2K}
und

o _ [2mhT. ke{l,2.. . K},
"Tl-2nfikT, ke {K+1,K+2,...,2K}.

Es gilt, dass b, # 0 furalle k € {1,2,...,2K}, weil angenommen wurde,
dass a;, > O furalle k € {1,2,..., K}.

ii. Wir haben

2K 2K 2K 2K 2K

0 (n—m On —i0m
E PmTpn—m = E Pm E bke k( ) = E bke k E Pm€ .
m=0 k=1 k=1 m=0

m=0

2K
= be” " P(e” ) =0, (4)
k=1



iii.

wobei die letzte Gleichung in (4) aus P(e~) = 0, fiir k € {1,2,...,2K},
folgt.

Esseienn € {1,2,...,2K} und k € {1,2,...,2K}. Die Komponente in
der n-ten Zeile und k-ten Spalte der Matrix VD ist (VD),, ), = by.e@ (=1,
Es seien ferner k£ € {1,2,...,2K} und m € {1,2,...,2K}. Die Kompo-
nente in der k-ten Zeile und m-ten Spalte der Matrix V7 ist (V1) ,,, =
e?k(m=1) ‘Wiederum seienn € {1,2,...,2K}undm € {1,2,...,2K}. Die
Komponente in der n-ten Zeile und m-ten Spalte der Matrix VDV ist
damit gegeben durch

2K
(VDVT)m _ Z(VD nk Zb ezek(n 1) sz (m—1)

k=1
2K

o E 0 (n+m—2) __
— bke k( ) — In+m,2.
k=1

Dies beendet den Beweis, da z,,4,,—2 der Eintrag in der n-ten Zeile und
m-ten Spalte der folgenden Matrix ist:

Zo I oo Tog-—1
T T Ce Toi
Tok—1 T2k ... T4K-2



3. Aufgabe

(a) Wir definieren die Zwischensignale z;[n| und x»[n] wie folgt.

z1[n]  xa[n]

z[n] ) - >0 i % > y[n]
271 z71
\_, \_,l>\ 51
-
|
Aus dem Schaltbild ermitteln wir

x1[n] = x[n] + 4zin — 1] )
z2[n] = 1[n] + 3y[n — 1] (6)
yln] = xa[n] — 2a[n —1]. (7)

Durch Einsetzen von (5) in (6) erhalten wir

[

xo[n| = z[n] + 4z[n — 1] 4+ 3y[n — 1].

Einsetzen dieser Gleichung in (7) liefert

y[n] = z[n] + 4x[n — 1] + 3y[n — 1] — 2z[n — 1] — 8z[n — 2] — 6y[n — 2],

und nach Umformen erhalten wir die Differenzengleichung

b) i

1.

y[n] — 3y[n — 1] + 6y[n — 2| = z[n| + 2z[n — 1] — 8x[n — 2].

Aus dem Skriptum: Ein zeitdiskretes System H: X — Y ist BIBO-stabil,
wenn fiir jedes + € X mit |z[n]| < B, < oo, fir alle n € Z, ein B,
existiert, sodass |(Hx)[n]| < B, < oo, fiir alle n € Z.

Wir definieren die Zwischensignale =4 [n] und z»[n]| wie folgt.

x1[n] 2[n]
x[n] — H > Dezy > y[n] z[n] - Dezy > H — y[n]
1) 2)
1 [n] 2[n]
x[n] — H » Expy y[n] x[n] - Expy o H — y[n]
3) 4)
Die Systeme in 1) und 3) sind BIBO-stabil, da H BIBO-stabil ist und
x1n] = [(Hx)[n|| < By, < oo, fir alle n € Z, impliziert, dass ein B,

existiert, sodass |y[n]| < B, < oo, fiir alle n € Z. Dies kommt daher, dass
der Dezimator nur Elemente aus z;[n| entfernt und der Expander nur
Nullen zu z4[n] hinzufiigt, beides Operationen, die das Maximum von
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|z1[n]| tiber alle n nicht grosser machen. Aus dem selben Grund impli-
ziert |z[n|| < B, < oo, fir alle n € Z, dass |z3[n]| < B, < oo, fiir alle
n € Z, und folglich sind auch die Gesamtsysteme in 2) und 4) BIBO-
stabil, als Konsequenz der BIBO-Stabilitdt von H.

(c) Wir berechnen

(d)

oo

§0)= 3 ylale >

n=—oo

= Z z[n/N]e 2min?

n=kN
keZ
oo

_ Z l‘[l{?]e_kaNe

k=—o00

= #(N9).

i. Eine hinreichende Bedingung fiir BIBO-Stabilitdt von H ist

> il =215 (B) <o

n=-—00 n=0

Die geometrische Reihe >~ (|5]/2)" konvergiert fiir | 3|/2 < 1. Folglich
ist H sicher BIBO-stabil, wenn |5| < 2. Mit Hilfe der Transformationsta-
belle erhalten wir

S a2 B o
h(&) 1= (5/2)6—%1'9 9 /86—27ri0

fur |5|/2 < 1. Die Fouriertransformierte von h[n| existiert daher eben-
falls fiir | 5] < 2.

ii. Gemaiss Transformationstabelle haben wir

#(0) = 2 i 50—-1/2—k)  und

k=—00

§(0) = 2(1 —i/2) i 50 —1/4— k) +2(1+i/2) i 50 —3/4— k).

k=—o00 k=—oc0
(8)

Im Folgenden bezeichnet z,[n| das Ausgangssignal des Expanders (sie-
he Schaltbild 4) in der Lésung von Augabe (b) ii.). Durch Anwendung
der Frequenzbereichs-Eingangs-Ausgangsbeziehung fiir den Expander
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(siehe Aufgabe (c)) erhalten wir
Z9(0) = 2(20)

—9 i 5(20—1/2 — k)

k=—o00

=2 i %5(9 —1/4—k/2)

k=—0c0
259—1/4 k) + Zae 3/4—k),
k=—0o0 k=—oc0

wobei der Schritt von der zweiten zur dritten Gleichung aus der Skalie-
rungseigenschaft

dau+0b) = |1|5(u+é)
a a

mit a = 2und b = —1/2 — k folgt. Die Beziehung 3(6) = h(0)z2(6) liefert
weiter

90) = 55 M(Z 00 —1/4—k)+ Zae 3/4 - k:))

k=—o00 k=—o00

- em/225 —1/4—k)+ WZ&H 3/4 — k)

k=—oc0 k=—oc0

2“5259—1/4 k) + — k). 9)

Ein Koeffizientenvergleich zwischen (8) and (9) ergibt nun

k*—oo

o (07 .

Auflosen dieser Gleichungen nach o und Gleichsetzen ergibt
2(1—14/2)(2+1iB) =2(1 +1i/2)(2 —ip),
woraus 3 = 1 folgt. Einsetzen von 3 ergibt nun

a=2(1-i/2)(2+1) =5.
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. Aufgabe

(a) Fir zeitkontinuierliche Signale x(t), y(¢) und «, § € C erhalten wir die STFT
des Signals z(t) = ax(t) + py(t) als

zﬁJvz/mmaﬂ+BMﬂmw—oa%ﬁw

e}

= oz/OO z(T)h(T — e ™ Tdr + B /00 y(T)h(T — t)e I dr

—00

= CMZZ’h(t, f) + 5@}1({;, f)
(b) Die Identitat folgt aus

(Tiy My, ) (t) = (M) (t — to)
— eQﬂ”ifQ(t—to)x(t o to)
= e 2ol (M, Ty x) (1) (10)

Die ersten beiden Eigenschaften folgen direkt gemaéss

zﬁjv:/ww%mvmv—weMﬂw

—00
[e.o]

™Iy (7Y (T — t)e’Q’”deT

—00
oo

z(T)h(T — t)e’2”(f’f0)7d7'

— —

—i‘h(t,f—fo), fiir z = Mfo‘r' (11)

8

Eo . t)e—Qﬂ'if’rdT

I

z(1 — to)h(r — t)e 27 dr

88

a: 7_ 4t ) —27rif(7—+t0)d7_

_ *27T1ft0x (t _ tO; f)’ fiir z = on. (12)

Die dritte Eigenschaft folgt aus
Zn(t, f) = /OO (Tyy My, x)(T)h(T — t)e 2™ 7dr
9 6_27”700750/0O (M, Ti,x)(T)h(T — t)e_Q’”deT
2 ¢ 2rifoto / T () (1) — t)e U= gy

12 —2m’f0t06727Ti(f*f0)t0i,h(t —to, f — fo)
_ 27rzfto (t — to, f fO) fiir z = ,I'toMfox‘
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(c) Wir setzen h;(7) = h(r — t) fiir beliebiges, aber festes, t € R mit zugehoriger
Fouriertransformation £, ( f), und schreiben die Kurzzeit-Fouriertransformation
von z(t) als

zn(t, f) :/_ z(T)hy(T)e "7 dr
= [ aoinls - o)y (13)
= [ atois - penroray (14)

8

= et / Bp)h(f — p)e*™**dp,

wobei wir in (13) verwendet haben, dass dem Produkt von Signalen im Zeit-
bereich eine Faltung im Frequenzbereich entspricht, und in (14), dass die

Fouriertransformierte von h,(7) durch e~27/*,( f) entspricht (siehe Transfor-
mationstabelle).

(d) Aus2(f) = 5:(5(f — fo) =0(f + fo)) und h(f) = sin(xTo )/ (x Ty f) = sine(Tpf)
ergibt sich zusammen mit dem Ausdruck der Kurzzeit-Fouriertransformation
als Funktion der Spektren, dass

o0

Bt £) = [ (s = o)

—00

=2t [ 6o~ fo) = Bp+ fo)sine(Talf = p)e " dp

[e.9]

6_27rift o0 |

-9 / §(p — fo)sinc(Ty(f — p))e*™ tdp
6_27Tift OCO>O |

2 / §(p+ fo) sine(Ty(f — p))e*™tdp

= g+<t7 f) - f],(t, f)a
wobei wir

g ) o= S E ) T

gesetzt haben. Ferner erhalten wir aus

e—2mi(F o)t

:};go g+(t, f) = 2
den Grenzwert

e—2mi(f—fo)t _ o—2mi(f+fo)t

jloigo i‘h(ta f) = 2

= e 2" sin (27 fot)
— (M_ga)(0).

Dieses Ergebnis kann folgendermassen interpretiert werden. Im Limes T —
0 wird die Fensterfunktion h(t) zu einer Dirac-Funktion: limy, ¢ h(t) = 6(2),
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und deshalb bekommen wir

is(t f) = /_ T ()0 — eI
= (M)
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5. Aufgabe

(a) Wir setzen

x1[n] == a*[—n],
2[n] := x[n],
und erhalten
(1 % ma)[n] = Z x1[mlas[n — m] (15)
= Z " [—m]z[n — m)] (16)
MENT w)alm + n) (17)
= rg[n]. (18)
(b) Aus den Annahmen an das Signal z[n]| erhalten wir
0 1023
re[n] = Z ¥ [mlx[m +n] = Z x*[ml]x[m + n). (19)
m=—o00 m=0

e Ist nun n < —1023, so folgt m + n < 0 und somit z[m + n] = 0 auf der

rechten Seite von (19), fiir alle m = 0, ..., 1023, und damit r,[n] = 0.
e Ist n > 1023, so folgt m + n > 1023 und somit z[m + n] = 0 auf der
rechten Seite von (19), fiir alle m = 0, ..., 1023, und damit r,[n] = 0.

Insgesamt erhalten wir also r,[n] = 0 fiir alle n mit n < —1023 bzw. mit n >
1023. Folglich hat das Signal r,[n| die Lange L = 2047 (wobei ny = —1023).

(c) Aus |2y[k]|? = Zn[k|2y[k], fiir K = 0,..., N — 1, erhalten wir mit Hilfe der
DFT-Formeln
y'l=n] o—e (K]
N-1
> wilmlyaln—m] o—e  i[k]galk]
m=0
die Beziehung
N-1
gN[n]:pr[m]x;[m—n}, n=0,...,N—1 (20)

wobei z,[n] die N-periodische Fortsetzung des Signals z[n] ist, d.h., z,[n] =
zn], firn =0,...,N — 1, und z,[n + N| = z[n].

(d) Firn =0, 1,2 erhalten wir aus (20)
gn[0] = z[0]z*[0] + z[1]2*[1] + . .. + x[1023]x*[1023]
gn[1] = z[0]z" [N — 1] + 2[1]2*[0] + x[2]z*[1] + ... + x[1023]z*[1022]
gy (2] = z[0]z" [N — 2] + z[1]z*[N — 1] + z[2]z*[0] + ... 4+ x[1023]z*[1021].
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(e)

Hier wurde die N-Periodizitit von z,[n| verwendet. Ein Vergleich mit dem
Ausdruck

re[n] = Z x*[m]xz[m + nj

ergibt nun: g5[0] = r,[0] fiir beliebiges N (mit N > 1024), gny[1] = r,[1]
falls z[N — 1] = 0, und gy[2] = r,.[2] falls [N — 1] = z[N — 2] = 0. Da
nach Annahme gilt, dass z[n] = 0 fiir alle n > 1023, erhalten wir also die
Bedingung N — 2 > 1023, das heisst NV > 1025.

Indem wir das Schema aus Teilaufgabe (d) fortsetzen erhalten wir die Bedin-

gungen z[N —1] = z[N —2| = ... = 2[N —1023] = 0, das heisst, fiir N > 2047
gilt gy [n] = r,[n] fur allen = 0, ...,1023. Da r,[n| = 0 fiir alle n > 1023 bzw.
n < —1023 bleiben noch die Werte von r,[n| fir n = —1023,...,—1 zu be-

stimmen. Dies erfolgt am einfachsten unter Bertiicksichtigung der Symme-
trie

re[n] = Z x*[m]x[m + n] mimn Z z*[m’ — nlz[m/] = ri[—n]
fur alle n € Z. Da wir r,[n| fir n = 0,...,1023 bereits bestimmt haben,

erhalten wir somit alle {ibrigen Werte von r,[n] gemdss r}[—n] = r,[n|, n =
0,...,1023.
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