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1. Aufgabe (25 Punkte) In diesem Beispiel soll die Abtastung von Signalen der fol-
genden Form untersucht werden:

o0

o(t) = Y cad(t —nT), (1)

n=—oo

wobei ¢(t) eine beliebige zeitkontinuierliche Funktion ist. Signale der Form (1)
kénnen, auch wenn sie nicht bandbegrenzt sind, unter sehr allgemeinen Bedin-
gungen aus ihren Abtastwerten rekonstruiert werden.

Betrachten Sie fiir die folgenden drei Teilaufgaben (a)-(c) das abgebildete Signal
x(t).

(@) (3 Punkte) Geben Sie fiir das abgebildete Signal z(¢) die Koeffizienten c,,
n € Z, und die Funktion ¢(t) in der Darstellung (1) an.

(b) (3 Punkte) Geben Sie an, ob das abgebildete Signal xz(¢) bandbegrenzt ist.
Begriinden Sie Ihre Antwort.

(c) (8 Punkte) Erldutern Sie wie das abgebildete Signal bei bekanntem, und ge-
mdss Teilaufgabe (a) bestimmtem, ¢(¢) aus seinen Abtastwerten z(nT+71'/2),
n € Z, rekonstruiert werden kann.

Fiir die restlichen Teilaufgaben sei x(t) ein allgemeines zeitkontinuierliches Sig-
nal der Form (1).

(d) (6 Punkte) Es soll nun eine Methode zur Berechnung der Koeffizientenfolge
Cn, € Z, bei bekanntem z( f) und bei bekanntem gg( f) entwickelt werden.
Nehmen Sie dazu an, dass gg( f) # 0, fur alle f € R. Geben Sie die Koeffizi-
enten ¢, n € Z, als Funktion von z(f) und 5( f) an.

(e) (3Punkte) Zeigen Sie, dass die Abtastwerte z(n1"), n € Z, gewonnen werden
konnen durch Filterung der Koeffizientenfolge c,, n € Z, mit einem zeitdis-
kreten LTI-System. Geben Sie den Frequenzgang dieses LTI-Systems an.



(f) (7 Punkte) In der Praxis ist es oft notwendig das Signal z(¢) iberabzutasten.
Es werden also zum Beispiel die Abtastfolgen x(nT") und  (nT+%) gebildet.
Geben Sie fiir ¢(t) wie unten abgebildet die Frequenzgénge 7, (#) und hy(6)
an, sodass

(cxhy)(n) =z(nT), ne€Z,
und

(e ha)(n) = 2(nT + g) nez.,

wobei c[n| := ¢,, n € Z. Bestimmen Sie ferner, geméss dem unten abgebilde-
ten Blockschaltbild, die Frequenzgénge §:(¢) und §,(¢), die perfekte Rekon-
struktion der Koeffizienten ¢, aus den Abtastwerten z(nT") und z(nT + %)
liefern.
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2. Aufgabe (25 Punkte) Die Autokorrelation eines Signals ist ein Mass dafiir, wie
sehr ein Signal seinen zeitverschobenen Versionen dhnelt. Fiir ein analoges Signal
x(t) ist die Autokorrelation definiert durch

(Az)(t) = /_OO z(7T)x* (1T — t)dr. (2)

(@) (4 Punkte) Bestimmen Sie die Autokorrelation (2) des Signals

L |t <3,
0, ‘t’ > 3

(b) (6 Punkte) Interpretieren Sie (2) als ein System welches auf das Eingangs-
signal z(t) mit dem Ausgangssignal (Az)(t) antwortet. Uberpriifen Sie die-
ses System A auf Linearitdt, Zeitinvarianz und BIBO-Stabilitdt. Begriinden
Sie Ihre Antworten!

(c) (5Punkte) Der Trager (engl. support) eines analogen Signals x(t) ist definiert
durch
supp(z) = {t € R | a(t) 0},
Gegeben sei eine Familie {z; } ,cz von analogen Signalen z(¢) mit

supp(zy) C [k— L,k+ L], VkeZ,

wobei L € N eine natiirliche Zahl ist. Bestimmen Sie ein von k£ unabhdngiges
R € N, sodass

supp(Azy) C [-R,R], Vk € Z.

Betrachten Sie in den folgenden Teilaufgaben die beiden Systeme:

System I:
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System II:

\
Y

x(t)

Hj,

- [ " Ga ~ Y2, (t)

Hierbei ist 2(¢) ein analoges Signal mit Spektrum

Ll >2
Qm_{& fl<2,

und Hj, k € Z, ein zeitkontinuierliches LTI-System mit Impulsantwort

hk(t) _ sin(27t) 2kt

7t

Ferner antwortet das System |- | auf ein Eingangssignal z(¢) mit dem Ausgangs-
signal |z(t)|?. Das Tiefpassfilter G, habe den Frequenzgang

~ o «, |f| §27
ga(f)_ {0’ |f| >27

mit o > 0.

(d) (3 Punkte) Bestimmen Sie fiir das System I diejenigen k € Z, sodass y; ;(t) =
0, fur allet € R.
Hinweis: Die Losung ldsst sich gut grafisch bestimmen.

(e) (7 Punkte) Bestimmen Sie fiir das System II diejenigen k € Z, sodass
Y2 x(t) = 0, fir alle t € R. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem Ergebnis
aus Teilaufgabe (d) und interpretieren Sie diesen Vergleich.



3. Aufgabe (25 Punkte)
Wir betrachten das folgende zeitdiskrete LTI-System.
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(a) (10 Punkte) Es seien z[n] = §[n] — 26[n — 1] und z[n] = (})" o[n]. Bestimmen
Sie den Frequenzgang h,(f) und die Impulsantwort %, [n] des Systems Hj,
sowie die zu H; gehorige Differenzengleichung und das zugehorige Block-

schaltbild.

(b) (5Punkte) Bestimmen Sie die Impulsantwort /3[n| von H;. Fiir welche Werte
von ¢; und c; ist das System H; garantiert BIBO-stabil?

(c) (5 Punkte) Es seien z[n] und 2 [n] wie in Teilaufgabe (a), sowie y[n] = 3d[n] +
26[n—1]—50[n—2] und es habe das System H, die Impulsantwort hy[n] = d[n].
Bestimmen Sie die Impulsantwort h.[n| des Systems H,, sowie 23[n], z3[n], c1
und cs.

(d) (5 Punkte) Es habe nun H, den Frequenzgang

. 1, firde[0,1/4)U[3/4,1],
W):{ 0,1/4 0 3/4,1]
0, sonst,
und es seienc; = 1, ¢; = —1, sowie x[n] = ™" und H, beliebig. Bestimmen

Sie |z3[n]| als Funktion von 6, € [0,1). Fiir welche Parameter 6, und fiir
welche n € Z nimmt |z3[n|| den maximalen Wert an? Wie gross ist dieser
maximale Wert?



4. Aufgabe (25 Punkte) Wir betrachten ein periodisches zeitdiskretes Signal x[n| mit
Periode N, das heisst es gilt z[n] = x[n + (N], fur jedes ¢ € Z und fiir alle n € Z.
Sei X [k] die diskrete Fourier-Transformierte (DFT) von z[n|, gegeben durch

. _2mi
E n)whr, wobei wy =e" V.
=0

Die Beziehung zwischen x[n] und seiner DFT X [£] ldsst sich in Matrixschreibwei-
se darstellen als

X10] z[0]
X | | el
X[N: ] x[N:— 1]

wobei der Eintrag in der k-ten (k = 1,2,..., N) Zeile und ¢-ten (¢ = 1,2,...,N)
(k—1) z 1

Spalte von F gegeben ist durch wy also
1 1 1 e 1]
1 wy w3 e wh !
F=|l ok oy SR
(k=1)(¢—1)
: N :
1 wh ™t Wi e wJ(VN_l)Q

(@) (7 Punkte) Zeigen Sie die Giiltigkeit der Gleichung

1 0 1 :
NUES Ll ©
0 -« 0 1

wobei F¥ die Matrix bezeichnet, die man aus F durch Transposition und
komplexe Konjugation aller Eintrdge erhdlt. Zeigen Sie des Weiteren, dass

aus (3) folgt
0 I
x 1y
= NF : : 4)
[N — 1] X[N —1]

Im Folgenden betrachten wir ein N-periodisches Signal z[n| von dem nur die
ersten 7" Werte {z[0], z[1],...,z[T — 1]}, mit T" < N, bekannt sind. Es soll ein
Verfahren ermittelt werden mit dem unter zuséitzlichen Annahmen tiber z[n| die
tibrigen Werte von z[n] rekonstruiert werden kénnen.



(b) (10 Punkte) In dieser Teilaufgabe nehmen wir an, dass z[n] die Eigenschaft
hat, dass hochstens K Werte seiner DFT X k] von Null verschieden sind.
Das bedeutet, dass es eine Menge I = {ki,...,kx} gibt, sodass X[k] = 0
fur alle £ ¢ I. Des Weiteren nehmen wir an, dass diese Menge I bekannt
ist. Wie gross muss 7' mindestens sein, damit die Rekonstruktion der fehlen-
den Werte {z[T],...,z[N —1]} immer, d.h., unabhidngig von den Werten von
X k1], ..., X[kk], moglich ist? Geben Sie ein zugehoriges Verfahren zur Re-
konstruktion der Werte {z[T],...,z[N — 1]} an. Sie diirfen dazu annehmen,
dass jede quadratische Submatrix von F invertierbar ist.

(c) (8 Punkte) Betrachten Sie nun das N-periodische Signal z[n] = sin®(27n/N).

i. Berechnen Sie die DFT X [k]| von z[n] fiir allgemeines N. (Es reicht hier
die Darstellung von X [k] als Summe von Kronecker-Deltas).

ii. Bestimmen sie explizit die Werte von X [k] fur die Spezialfdlle N = 4,
N = 6, und N = 8. Es sei nun T die Anzahl der bekannten Eintra-
ge von z[n| aus Teilaufgabe (b). Wie gross muss T fiir die jeweiligen
Spezialfille N = 4, 6,8 mindestens sein, damit die restlichen Eintrage
{z[T],...,x[N — 1]} rekonstruiert werden konnen?



