ETH

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich Institut flir Kommunikationstechnik
Swiss Federal Institute of Technology Zurich Prof. Dr. Helmut Bolcskei

Losung zur
Klausur zu Signal- und Systemtheorie I
16. August 2016

1. Aufgabe

(a) Fur das abgebildete Signal z(t) ergeben sich

und die Koeffizienten
C0:1, 01:2, 02:4, 63:1,

sowie ¢, = 0 fir n € Z\{0, 1,2, 3}.

(b) Das abgebildete Signal z(t) ist nicht bandbegrenzt. Dies sieht man an den
folgenden zwei Argumenten, die beide zur vollen Punktezahl fiihren:

e Das Signal z(t) hat endlichen Trdger (d.h. endliche Linge) und kann
damit nicht bandbegrenzt sein.

e Mit Hilfe der Transformationstabelle ergibt sich

~ sin(7l'f) _.,
3y = S s
mf
Fouriertransformation von z(t) liefert nun

00 3

" mifar . in(x 7 f)
7 — e 2mifnT — e miTf(2n+1) sm(7r 7
(f) n;oo o(f) 2:% —F
woraus ersichtlich ist, dass Z( f) unendlichen Trager hat.
(c) Esgilt
(T +T/2) = > cpd(nT+T/2—kT) = c,.
k=—o00 A
)1, n=k,
1o, n #+ k.
Damit ergibt sich
2(t)= Y et —nT)= > x(nT +T/2)¢(t —nT).



(d)

(e)

Mit Hilfe der Transformationstabelle erhalten wir

o0

Bf)=o(f) D cac” ™I

n=—oo

Da nach Voraussetzung gg( f) #0, fur alle f € R, konnen wir die Funktion

ngzggczfj%fWWT 0

definieren. Diese Funktion ist %-periodisch, d.h.,

o(f+7)=0) feR

und hat somit eine Fourierreihendarstellung

g(f): Z dnefQﬂinfT (2)

n=—oo

mit Fourierreihenkoeffizienten

1T ‘
d, = T/ g(f)e ™ Taf, nelZ.
0

Mittels Koeffizientenvergleich zwischen (1) und (2) folgt, dass
cn=d,, néeElw,

und somit

1T 1T =
—d = 2minfT § £ — f(f) 2minfT ‘
¢ = d, T/U g(f)e ¥ T/O ¢(f)e f, nez

Damit haben wir, wie verlangt, ¢, als Funktion von Z(f) und qg( f) ausge-
driickt.

Wir definieren c[n] := ¢,, n € Z, und
hin] := ¢(nT), n € Z.
Damit folgt
x(nT) = Y ad(nT —kT)= > c[klhln — k] = (c*h)[n].
k=—o00 k=—o00

Der Frequenzgang 1(0) des LTI-Systems ist somit durch

o0

hO) =Y hnle 0 = N p(nT)e 2

n=—oo n=—oo

gegeben.



(f) Aus Teilaufgabe (e) folgt, dass
hiln] == ¢(nT), n€Z,

mit Frequenzgang

o0

];;1(0) — Z hl [n]€—27rin0 _ Z ¢(NT)€_27rin9 _ 6—27ri97

n=—oo n=—oo

wobei wir im letzten Schritt die konkrete Form von ¢(¢) benutzt haben. Fer-
ner gilt

(T +T/2) = > adnT +T/2—kT)= > c[klhaln — k] = (c* ho)[n],

k=—o00 k=—o00
mit
ho[n] == o(nT +T/2), neZ,

und mit zugehorigem Frequenzgang

ho(0) = Y hafnle ™ = 3 1 ¢(nT +T/2)e™" = = 4 e,

n=—o0o n=-—00

wobei wir im letzten Schritt wieder die konkrete Form von ¢(t) benutzt ha-
ben.

Die Bedingung
m(O)71(0) + h2(0)3(0) = 1, V6 € [0,1),

garantiert perfekte Rekonstruktion. Damit gilt

. 11 i\~
6—2megl(9)+ <§—|—§6 2 6>92(0) — 1.

Es gibt unendlich viele Paare von Funktionen ¢;(#) und §>(¢), die diese Be-
dingung erfiillen. Ein Paar ist, z.B.,

n(0) =—1, 3(0)=2,

sodass



2. Aufgabe

(a) Das Signal x(t) is reellwertig und gerade. Damit folgt

(e 9]

(Azx)(t) = /OO (1) x* (1t — t)dr = / (1) x(t — 7)dT = (T * x)(1).

o0 —00

Somit lduft die Berechnung von (Ax)(t) auf eine Faltung hinaus, die wir zum
Beispiel grafisch durchfiihren konnen. Das Ergebnis lautet

L=t [t <1,
Ax)(t) =

(42)(?) {a 1t > 1.

(b) e Linearitdt: Das System A ist nicht linear. Um dies zu sehen, zeigen wir,
dass A nicht homogen ist. Hierfiir stellen wir fest, dass es mindestens
ein Signal x(t) # 0 gibt, fir das (Ax)(t) # 0 (z.B. z(t) aus Teilaufgabe
(a)) und somit fiir alle o # 0:

(A(ax))(t) = /00 ax(7) ¥z (1 — t)dr = |a*(Az)(t) # a(Az)(t).

e Zeitinvarianz: Es sei (7. x)(t) := z(t — ¢), fur alle ¢, ¢ € R. Das System A
ist zeitvariant, wegen

AT0)0 = [ (Ta)0)(Ta) (r ~ t)ar
:/:xﬁ—dﬂh—t—dw
:/:xﬁ—dfﬂr—@—ﬂw
= el — 01y = (A0)0) # (T(A0) 0,

wobei die letzte Ungleichung zum Beispiel fiir das Signal z(t) aus Tei-
laufgabe (a) und fiir alle ¢ # 0 erfiillt ist.

e BIBO-Stabilitdat: Das System A ist nicht BIBO-stabil, denn fiir das be-
schrankte Eingangssignal z(t) =1, ¢t € R, gilt

|(Az)(t)] = 00, VteR.
Damit haben wir ein beschranktes Eingangssignal gefunden, das zu ei-
nem unbeschrankten Ausgangssignal fiihrt.
(c) Es gilt
(Axy)(t) = / 2y (T) 2y (T — t)dT. 3)

(e 9]

Das Integral (3) ist gleich Null, wenn sich die Trager der Funktionen ()
und z; (- — t) nicht tiberlappen. Nach Voraussetzung haben wir

supp(zy) C [k—L,k+ L], VkeZ,
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(d)

(e)

und somit
supp(zi(-—t) C[k—L+t,k+L+t], Vkelk.

Es gilt

k—Lk+LINk—-L+tk+L+t]=0,
fur |¢t| > 2L. Damit folgt

(Azy)(t) =0, |t| > 2L,

sodass wir R = 2L setzen konnen.
Um die Systemantworten (Hx)(t) zu bestimmen, definieren wir

2ult) = (Hir)(t) = (x5 h)(t), Yk € Z.
und erhalten weiter

a(f) =2() (), VkeZ. (4)

Aus der Transformationstabelle ergibt sich

» _ 17 |f_k|S]-7
hk(f)_{o’ k> 1,

fur k € Z, woraus mit Hilfe von (4) und der Definition von z(¢) folgt:
e Furk € {—1,0,1} haben wir z,(f) =0, f € R

e Fiir die restlichen Werte von k£ € Z hat z;(f) Anteile, die ungleich Null
sind, nur fur | f| > 2.

Somit folgt, dass

y1x(f) = 2(ga(f) =0, fER,
fir alle k£ € Z, und damit y, , = 0, fiir alle k € Z.
Wir gehen wie in Teilaufgabe (d) vor und erhalten:
Fir k € {—1,0,1} haben wir z;(f) =0, f € R

Fiir k£ = 2 haben wir
o)L fe(23]
Zk(f)—{o7 f¢(2,3}

Fir k = —2 haben wir

Sy 1, fe[-3,-2),
i(f) {O’ 32

Fur k = 3 haben wir

S b Ted
- s



e Fiir £ = —3 haben wir

~opo b Fel4-2),
-4y T

e Fiurk € Z\{-3,-2,—1,0,1, 2,3} erhalten wir

~ o L, |f_k|§17
Z’“(f)_{o, =k >1.

Um die Wirkung des quadrierten Modulus | - |* zu bestimmen, definieren
wir nun

qr(t) :== |z;.c(t)|2 = zx(t)z;(t), Vke€Z,
und erhalten mit Hilfe der Transformationstabelle

@ (f) = (AZ)(f), VEkeZ, (5)

wobei A der in (2) definierte Autokorrelations-Operator ist, aber hier im Fre-
quenzbereich angewendet wird. Wir verwenden nun das Ergebnis aus Teil-
aufgabe (c) und erhalten

supp(Az;) € [-2,2], (6)

fur k € Z\{—1,0,1}, sowie supp(Az;) = 0, fur k € {—1,0,1}. Es folgt nun,
dass

var(f) = a(f)ga(f) =0, [fER,

furk € {—1,0,1}. Fur k € Z\{—1,0, 1} bildet der Autokorrelations-Operator
A die Signale Zz;; in das ,Sichtfeld” des Tiefpassfilters G, ab und damit ist

Yo i 7 0.

Die Nichtlinearitét | - |* wirkt somit als Demodulation, die Signale zu den
tieferen Frequenzen ,,schiebt”. Diese niedrigfrequenten Signale konnen dann
—anders als im System I in Teilaufgabe (d)—im System II durch das Tief-
passfilter GG, ,,gesehen” werden.

3. Aufgabe
(a) Die Eingangs-Ausgangsbeziehung von H; lautet im Frequenzbereich
4(0) = h(0)#(9),

sodass h1(0) bestimmt werden kann gemiiss

; 210
hy(0) = .
Mittels Formelsammlung finden wir
1 )
i(@) =1 56727”9
. 1
“1 (9) - 1 }16_27”0



und damit
N 1
hi(0) = (1= Le—2nif) (1 — Le—2nif)’ @)

Um h4[n| zu bestimmen vereinfachen wir (7) durch Partialbruchzerlegung
wie folgt

. A B
hi(0) = 1 — Le—2mi0 * 1— le—2ni’

Durch Koeffizientenvergleich finden wir

1 . 1 .
A <1 o Z€—27rz€> + B (1 o 56—271'10) -1

— A+B=1
— A B—O
4 2

und damit B = -1, A = 2,d.h,,
R 2 1

h1<0) =

_ L 2mi0 7 _ L_—2mif"
1 5€ 1 7€

Die Formelsammlung liefert nun

haln] = 2 (%)na[n] - G)na[n].

Um die zu H; gehorige Differenzengleichung zu ermitteln, betrachten wir
die Eingangs-Ausgangsbeziehung von H; im Frequenzbereich:

3 21(0) ( 3 omio 1 4 '0> .
z(0) = = =(1— =™ + —e "™ | 2,(0).
0= = (1= Jem g e

Dies entspricht im Zeitbereich

zln] = z1[n] — Zzl[n — 1]+ §Z1[n — 2],

d.h., die System-Differenzengleichung ist gegeben durch

z1[n] = xn] + Zzl[n —1] - gzl[n — 2]

mit dem zugehorigen Blockschaltbild

z[n] —@ i 21[n]
1
o 3L
zil
—

o=




(b)

(©)

Die zu H; gehorige Differenzengleichung lautet
z3[n| = c124[n] + caz4[n — 1]
und die Impulsantwort folgt damit direkt, fiir z4[n] = d[n], als
hs[n] = c16[n] + c20[n — 1].
Eine hinreichende Bedingung fiir BIBO-Stabilitdt eines zeitdiskreten LTI-

Systems mit Impulsantwort h[n] ist > 2 |h[n]| < oo. Fiir hs[n] erhalten
wir

Y |kl = el + leal.
Daher ist Hj sicher BIBO-stabil, wenn |¢;| < oo und |cs| < .

Wir lesen aus dem Blockschaltbild ab, dass hy[n] = —4d[n — 1] + d[n — 2],
und finden mittels Formelsammlung hy(0) = —4e=" + =17 Mit ,(0) aus
Teilaufgabe (a) erhalten wir damit

55(0) = hn(0)2(6)

. ) 1
— —2mif —4mif
= (—4e +e )—1 — ie‘Qm‘G
— _46—27ri9
und mittels Formelsammlung zy[n] = —4§[n — 1]. Fiir z3[n] ergibt sich somit

z[n] = y[n] — 2n]
— 35[n] + ga[n 1] = 53— 2] + 48[n — 1]
= 86n] + +oln — 1] — 53] — 2.
Die Eingangs-Ausgangsbeziehung von Hj; lautet im Frequenzbereich
25(0) = ha(0) ha(0) 2(6)
1
= hs(0)2(0)
und somit gilt
34+ %76—2#1'9 o 56—47ri9 — (Cl 4 C2€_27ri€) (1 . %6—27ri9>
Cl) —2mif _ 2 —4mio.

:cl+<02—5 e 5

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir nun ¢; = 3, co = 10.

z[n] = e*"%n ist eine Eigenfunktion des Systems bestehend aus der Kaskade
von H, und Hj. Es reicht deshalb das Maximum im Betrag des Frequenz-
gangs hs(6y)h4(6y) tiber alle 6, € [0,1) zu bestimmen. H, ist ein Bandpassfil-
ter mit Durchlassbereich [0,1/4] U [3/4,1]. Somit folgt fur 6, € (1/4,3/4),
dass

~ ~

|h3(0o) ha(bp) | =0

=0



und fiir 6, € [0,1/4] U [3/4, 1] erhalten wir
[3(60) ha(6o) | = 1 — e
~——

=1

= \/(1 — cos(276p))? + sin®(2mb)

= \/1 — 2cos(27hy) + cos?(2my) + sin?(2m6y)
= /1 — 2cos(2m6y) + 1
= /2(1 — cos(276y)).

Die Funktion 1 — cos(276,) nimmt auf dem Intervall [0, 1/4] ihr Maximum 1
an fir 6, = 1/4, auf dem Intervall [3/4, 1] hat sie ebenfalls das Maximum 1,
welches fiir 6, = 3/4 angenommen wird. Somit ist das Maximum von |z3[n]|
tiber alle 6, € [0,1) und alle n € Z gegeben durch v/2 und wird angenommen
und fiir 6y = 1/4 und 6, = 3/4, jeweils fiir alle n € Z.

4. Aufgabe

(@) Esseify (k=1,2,...,N) die k-te Spalte von F. Wie im Vorlesungsskriptum
(Abschnitt 12.1) berechnen wir
N-1 _ v
<fk7 f€> _ fKka _ e%n(@ 1)67%11(1971) _ e%n(éfk).
n=0

=

3
Il
o

Fur k = ¢ erhalten wir

(£, £) = Z 0 =

n0_1

Fiir k # ¢ haben wir als Konsequenz der Summenformel fiir geometrische
Reihen

‘N(ﬁ—k) 1 627ri(€—k) -1

(£, £2) Tk = — == = 0.
(£, o) Ze JE—R) _ ] JE—k) _q

Damit ist die Beziehung (3) gezeigt. Aus F”F = N - Iy, wobei Iy die N x N
Identitdtsmatrix bezeichnet, folgt durch Multiplikation mit F~' von rechts,
dass F /N = F~! und damit aus

X[0] (0]

X || el
XN —1] [N —1]

das gewtinschte Ergebnis

A i
T 1y

. = NF .

z[N — 1] XN —1]



(b) Aus X[k| =0furalle k ¢ {ki,...,kx} erhdlt man die Beziehung

ﬂﬂ ?% ﬁ%}
z 1 gy B 2
2 : AL ®
z[N — 1] X[N — 1] X[kx]

wobei A € CV*X dije Matrix bezeichnet, die aus den Spalten von F#/N mit
Indizes in I besteht. Die Matrix A lasst sich darstellen als

_ A
a=[x)
wobei A; eine 7' x K und A, eine (N — T') x K Matrix ist. Mit dieser Auf-
teilung erhdlt man

(0] X[ki]
:%] =A1X@]- o
[T — 1] X[]

Die Kenntnis der Werte von z[n] ist dquivalent zur Kenntnis der Werte von
X[k]. Das bedeutet, dass man die fehlenden Werte von z[n] genau dann von
den Werten z[1],...,z[T — 1] berechnen kann, wenn man X|[k],. .., X[kx]
aus den Werten z[1], .. ., z[T'— 1] berechnen kann. Es miissen also die Spalten
der Matrix A; linear unabhinging sein. Insbesondere muss 7" > K gelten.
Wir zeigen nun, dass fiir 7' = K die fehlenden Werte von z[n| bestimmt
werden konnen. Fiir 7' = K ist A; eine quadratische, konkret eine K x K,
Submatrix von F# /N und per Annahme invertierbar. Dies liefert

X[k 2[0]
Xkl | [ al
S =ar| (10)
X ] [T — 1]
und Einsetzen in
2[T] X[ki]
x[T + 1] _ X ko]
z[N —1] X[}CK]
ergibt
x[T] x[0]
x[T.+ 1] ALA x[l]
[N — 1] z[T — 1]



(c) i. Zuerst betrachten wir die Funktion z(¢) = sin®(¢), welche man folgender-
massen darstellen kann:
6it _ e—it 3
0= (55)
2(t) 5
3 /eit _ it 1 /i3t _ o—idt

_Z< 2 >_Z< 2 >

— 3 gin(t) — Zsin(3)

=8 15 :
Unter Beriicksichtigung der Linearitdt der DFT und Verwendung der Bezie-
hung

. (2mk Ni
Sm( 7TN0”> o—e 72(5[15'{']{70—]\[]—5[/6—160])
fiir kg = 1 und ky = 3 ergibt sich daraus
X[k] = %(36[/€+1—N] — 30k — 1] —6[k+3—N]+5[k—3]).

ii. Die DFT fiir die Spezialfélle ergibt sich folgendermassen:

N = 4: Aus
X[k = %(35% 3] 38k — 1] — [k — 1] + 6[k — 3))
— 2i0[k — 3] — 28]k — 1]

erhalten wir X[1] = —2i, X[3] = 2i und X[0] = X[2] = 0.
N = 6: Aus

X[k = %(35{/@ 5] = 38[k — 1] — 6[k — 3] + 6[k — 3))
_ %(35% 5] — 30k — 1])
erhalten wir X[1] = —9i/4, X[5] = 9i/4 und X[0] = X[2] = X[3] =
X4] =0.
N =8: Aus

X[k] = 36k — 7] — 3i6[k — 1] — id[k — 5] + id[k — 3]

erhalten wir X[1] = —3i, X[3] = i, X[5] = —i, X[7] = 3i und X|[0] =
X[2] = X[4] = X[6] = 0.

T muss mindestens gleich der Anzahl der Eintrdge von X [k] sein, die von
Null verschieden sind. Also bekommen wir fiir

N=4: T =2,
N=6:T=2.
N =8 T =4
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