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1. Aufgabe (25 Punkte) Es sei B > 0 fest. In dieser Aufgabe betrachten wir ein
auf [— B, B] band-begrenztes Signal = € L?(R), d.h. Z(f) = 0 fiir alle f € R mit
|f| > B. Wir setzen T' = 1/(25) und nehmen an, dass ), |#(nT)| < co und =
auf (— B, B) stetig differenzierbar ist.

(@) (4 Punkte) Berechnen Sie die Fourierreihenkoeffizienten c,(y), n € Z, des
Signals y, das gegeben ist durch

o0

y(f)= > @(f—2mB), fER

n=—oo

(b) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass die folgende Identitét gilt:

o0

% / Cadi= S (nT).

- n=-—o00

Hinweis: Verwenden Sie die Fourierreihendarstellung von y aus Teilaufgabe (a). Sie
diirfen annehmen, dass die Fourierreihe von y in jedem Punkt f € (—B, B) gegen
den Wert y( f) konvergiert.

(c) (3 Punkte) Seit € R fest. Berechnen Sie die Fourierreihenkoeffizienten ¢, (z),
n € Z, des 2B-periodischen Signals z, das auf (—B, B] gegeben ist durch

Z(f) — 6—27rift.

(d) (5Punkte) Zeigen Sie, dass fiir allgemeine 2 B-periodische stiickweise stetige
Signale y und z die folgende Identitét gilt:
1 [ -
35 VD=0 = 3 el ) )
Hinweis: Sie diirfen die Reihenfolge der Summation und des Integrals ohne Begriin-
dung vertauschen.

(e) (5 Punkte) Zeigen Sie, unter Verwendung der Fourierreihen von y aus Tei-
laufgabe (a) und von z aus Teilaufgabe (c), mit Hilfe der Identitdt (1), die
folgende Interpolationsformel:

> t—nT
t) = T) si teR
x(t) ng_oox(n )smc( T ) , teR,
wobei
sin(7t) t 0
sinc(t) = o U7
1, t=0.



(f) (4 Punkte) Sei a € R fest, sodass } ., |z(a +nT)| < oco. Nehmen Sie an,
dass das Signal x nicht mehr an den Zeitpunkten nT', n € Z, abgetastet wird,
sondern an den Zeitpunkten o + nT', n € Z. Zeigen Sie, dass die folgenden
beiden Identitdten gelten:

%/:x@)dt: S w(a+nT)

n=—oo

und

(e o]

OEDS x(a+nT)smc<#), eR.

n=—oo

Hinweis: Verwenden Sie die Teilaufgaben (b) und (e).



2. Aufgabe (25 Punkte) Die Wavelet-Transformation wird hdufig benutzt um Dis-
kontinuitiaten (d.h., Sprungstellen) in einem zeitkontinuierlichen Signal z(t) zu
finden. Fiir ein Signal x(t) ist diese Transformation definiert als

W (2)(t,a) == 1/_00 x(T)w(T_t)dT, teR, a>0, )

a ) _o a

wobei das zeitkontinuierliche Signal ¢(¢) (auch Wavelet genannt) die Wavelet-
Eigenschaft

/ ¥ p(r)dr =0 3)
erfillt.

(@) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass die Abbildung x(t) — Wy(z)(t, a) fiir gegebenes
Wavelet ¢(t) linear ist.

(b) (4 Punkte) Der Dilatationsoperator D, und der Translationsoperator T}, sind
definiert durch

(Daz)(t) := a ta(t/a), und (Tyx)(t) == x(t — tp). 4)
Zeigen Sie, dass die folgende Identitat gilt:
(Tato Da)(t) = (D Ty ) (1), t,to €R, a > 0.

(c) (6 Punkte) Stellen Sie fiir gegebenes Wavelet 1 (t) die Wavelet-
Transformation (2) als Faltung dar, d.h., geben sie ein zeitkontinuierliches
Signal h(t) an (welches von (t) abhdngen darf), sodass

Wy(x)(t,a) = (xxh)(t), teR, a>0.

Bestimmen Sie ferner die Fouriertransformation der Wavelet-
Transformation (2) beziiglich der Variablen ¢ € R, d.h., berechnen Sie,
fiir festes a > 0, den Ausdruck z(f), wobei z(t) := Wy(z)(t, a).

(d) (2 Punkte) Gegeben sei ein Wavelet ¢/(¢) mit {/; (0) = . Erfullt dieses Wavelet
die Wavelet-Eigenschaft (3)? Begriinden Sie Thre Antwort.

(e) (3 Punkte) Gegeben sei ein stetig differenzierbares Signal g(¢) mit kompak-
tem Trager, d.h., es existiert ein R > 0 sodass ¢(t) = 0, fiir |t| > R. Erfullt
das Signal () := (£g)(t) die Wavelet-Eigenschaft (3)? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

Fiir die nachsten beiden Teilaufgaben betrachten wir das Haar Wavelet

1, te€[0,1/2),
w(t) = _17 le [1/2a 1)7
0, sonst.
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(f) (2 Punkte) Skizzieren Sie v (t). Achten Sie auf die Beschriftung der Achsen!

(g) (4 Punkte) Geben Sie die Fouriertransformierte QZ (f) von ¢ (t) an.



3. Aufgabe (25 Punkte)

(@) (14 Punkte) Wir betrachten das zeitdiskrete LTI-System /; mit der Impuls-

mer huln] = 4 <(%) - (_%)) o

i. Bestimmen Sie die Sprungantwort a;[n] von H; (d.h., das Ausgangssi-
gnal fiir das Eingangssignal o[n]).
Hinweis: Fiir ¢ # 1 gilt
n h 1— qn+1
Z A T
k=0 g
ii. Bestimmen Sie das Ausgangssignal fiir das Eingangssignal,

1, ne{-1,0}
ri[n] = ¢ -1, n>1,
0, sonst.

. AV 4 ® A4 T t t t Ll n
4 -3 —2 -1 o l1 J)Q l‘s
1t

Leiten Sie das Resultat als Funktion der Sprungantwort a; her. Begriin-
den Sie die Schritte in Ihrer Herleitung tiber die Eigenschaften von LTI-
Systemen.

iii. Geben sie eine allgemeine hinreichende Bedingung fiir BIBO-Stabilitat
eines zeitdiskreten LTI-Systems an. Zeigen Sie mithilfe dieser Bedin-
gung, dass H; BIBO-stabil ist.

(b) (11 Punkte) Wir betrachten nun das zeitdiskrete LTI-System H; mit Fre-
quenzgang
. 7647ri9

2(0) = 1— Lle2mif _ L —dmib’
12 12

i. Bestimmen Sie die Impulsantwort hy[n] von H,. Ist H, kausal? Begriin-
den Sie Thre Antwort.

ii. Bestimmen Sie die zu H, gehorige Differenzengleichung.



4. Aufgabe (25 Punkte) Wir betrachten N x N Matrizen der Form

h070 e hO,Nfl
H-= :

hn-io .. hy—in-1

mit den Elementen hy,; € C, fiir k,1 € {0,..., N — 1}. Des Weiteren seien

0 0 0 1

10 0 0 (1)28
=10 1 00 und M=|. ],

Do T N

00 ... 10 00 0 w

wobei w = ¥ . Fiir eine N x N Matrix H sei die k-te Potenz definiert als

H'=HH ... H

k Mal
furke{1,...,N —1} und
HOZIN)

wobei Iy die N x N Identitdtsmatrix ist. In der gesamten Aufgabe sind alle Indi-
zes modulo N zu verstehen; konkret: Eine ganze Zahl k£ kann eindeutig als k& =
Nky+k, geschrieben werden, wobei & eine ganze Zahlistund &, € {0,..., N—1}.
Wir identifizieren einen Index & immer mit k,, sodass sichergestellt ist, dass der
Index die Menge {0, ..., N — 1} nicht verldsst. Zum Beispiel ist fiir N = 8 und
k = 11 auf Grund der modulo N Regel k = 3.

Fiir eine N x N Matrix H mit den Elementen h, € C, fur k,l € {0,...,N — 1},
sei die , Spreizfunktion” ny definiert als

1

ﬁH(kal) = N

N-1
m

E hme_k w_ml .

=0

(a) (10 Punkte) Berechnen Sie fiir x = (zg 21 ... xy_1)" explizit folgende Vek-
toren:

i Trx furk e {0,...,N -1}

ii. (T")"x furke€{0,...,N—1}

iii. M'x firl € {0,...,N —1}

iv. (T"M' — M!'T*)x firk,l € {0,...,N —1}.



(b) (10 Punkte) Zeigen Sie die Giiltigkeit folgender Beziehungen fiir p, k,l €
{0,...,N —1}:

i nur(k, 1) = w M na(—k,1)

ii. noom(k, 1) = w P nu(k —p,l)

Ll gy (K, 1) = WP nu(k +p, 1)

iv. nare(k, 1) = na(k —p,l).

=

(c) (5 Punkte) Berechnen Sie ny, (k,1) und s (k, 1) far p, k,1 € {0,..., N — 1}.



