
Institut für Kommunikationstechnik
Prof. Dr. Helmut Bölcskei

Lösung zur
Klausur zu Signal- und Systemtheorie I

25. Januar 2017

1. Aufgabe

(a) Das Signal y ist periodisch mit Periode 2B. Ferner gilt y(f) = x̂(f), f ∈
(−B,B), da das Signal x auf [−B,B] band-begrenzt ist. Der n-te Fourierrei-
henkoeffizient von y ist damit gegeben durch

cn(y) =
1

2B

∫ B

−B
y(f)e−

πinf
B df =

1

2B

∫ B

−B
x̂(f)e−

πinf
B df =

1

2B
x
(
− n

2B

)
.

(b) Die Entwicklung des Signals y aus Punkt (a) in eine Fourierreihe ergibt

y(f) =
∞∑

n=−∞

1

2B
x
(
− n

2B

)
e
iπnf
B , f ∈ (−B,B).

Für f = 0 erhalten wir daraus

y(0) =
1

2B

∞∑
n=−∞

x
(
− n

2B

)
=

1

2B

∞∑
n=−∞

x
( n

2B

)
.

Da

y(0) = x̂(0) =

∫ ∞
−∞

x(t)dt,

erhalten wir

T
∞∑

n=−∞

x(nT ) =

∫ ∞
−∞

x(t)dt, (1)

was die gewünschte Formel ergibt.

(c) Der n-te Fourierreihenkoeffizient von z ist gegeben durch

cn(z) =
1

2B

∫ B

−B
z(f)e−

2πinf
2B df =

1

2B

∫ B

−B
e−2πi(t+

n
2B )fdf

= sinc
(
2B
(
t+

n

2B

))
,

wobei wir

sinc(t) =

{
sin(πt)
πt

, t 6= 0

1 t = 0.

gesetzt haben.
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(d) Wir haben

1

2B

∫ B

−B
y(f)z∗(f)df =

1

2B

∫ B

−B

(
∞∑

n=−∞

cn(y)e
2πinf
2B

)(
∞∑

`=−∞

c∗`(z)e
− 2πi`f

2B

)
df

=
1

2B

∫ B

−B

(
∞∑

n=−∞

∞∑
`=−∞

cn(y)c
∗
`(z)e

2πi(n−`)f
2B

)
df

=
∞∑

n=−∞

∞∑
`=−∞

cn(y)c
∗
`(z)

(
1

2B

∫ B

−B
e

2πi(n−`)f
2B df

)

=
∞∑

n=−∞

cn(y)c
∗
n(z), (2)

wobei wir
1

2B

∫ B

−B
e

2πi(n−`)f
2B df =

{
1, n = `

0, n 6= `

in (2) verwendet haben.

(e) Wir benutzen die Rücktransformationsformel für die Fouriertransformierte
von x und erhalten

x(t) =

∫ B

−B
x̂(f)e2πiftdf

=

∫ B

−B
y(f)e2πiftdf (3)

= 2B

(
1

2B

∫ B

−B
y(f)z∗(f)df

)
= 2B

(
∞∑

n=−∞

cn(y)c
∗
n(z)

)
(4)

= 2B

(
∞∑

n=−∞

1

2B
x
(
− n

2B

)
sinc

(
2B
(
t+

n

2B

)))
(5)

=
∞∑

n=−∞

x
( n

2B

)
sinc

(
2B
(
t− n

2B

))
=

∞∑
n=−∞

x(nT ) sinc

(
t− nT
T

)
, (6)

wobei wir in (3) x̂(f) = y(f), f ∈ (−B,B), verwendet haben, (4) aus dem
in Teilaufgabe (d) bewiesenen Resultat folgt, (5) dank der Ausdrücke für die
Fourierreihenkoeffizienten von y und z hergeleitet werden konnte, und (6)
aus T = 1/(2B) folgt.

(f) Da die Fouriertransformierte von u 7→ x(α+u), u ∈ R, durch f 7→ e2πiαf x̂(f)
gegeben ist und x auf [−B,B] band-begrenzt ist, ist u 7→ x(α + u) ebenfalls
auf [−B,B] band-begrenzt. Daher können wir das Resultat aus Teilaufgabe
(b) und die in Teilaufgabe (e) bewiesene Interpolationsformel anwenden. Es
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ergibt sich damit durch Ersetzen von x durch u 7→ x(u + α) in (1) und (6)
direkt

1

T

∫ ∞
−∞

x(u+ α)du =
∞∑

n=−∞

x(α + nT ), (7)

und

x(u+ α) =
∞∑

n=−∞

x(α + nT ) sinc

(
u− nT
T

)
, u ∈ R. (8)

Durch Variablensubstitution t = α + u im Integral 1
T

∫∞
−∞ x(u + α)du in (??)

erhalten wir
1

T

∫ ∞
−∞

x(t)dt =
∞∑

n=−∞

x(α + nT ),

und durch Substitution t = u+ α in (??)

x(t) =
∞∑

n=−∞

x(α + nT ) sinc

(
t− α− nT

T

)
.
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2. Aufgabe

(a) Für zeitkontinuierliche Signale x(t), y(t) und Koeffizienten α, β ∈ C erhalten
wir die Wavelet-Transformation des Signals z(t) = αx(t) + βy(t) als

Wψ(z)(t, a) =
1

a

∫ ∞
−∞

(αx(τ) + βy(τ))ψ
(τ − t

a

)
dτ

= α
1

a

∫ ∞
−∞

x(τ)ψ
(τ − t

a

)
dτ + β

1

a

∫ ∞
−∞

y(τ)ψ
(τ − t

a

)
dτ

= αWψ(x)(t, a) + βWψ(y)(t, a),

womit die Linearität bewiesen ist.
(b) Die Identität folgt aus

(Tat0Dax)(t) = (Dax)(t− at0) =
1

a
x(a−1(t− at0))

=
1

a
x(a−1t− t0) =

1

a
(Tt0x)(a

−1t)

= (DaTt0x)(t).

(c) Aus der Identität

Wψ(x)(t, a) =

∫ ∞
−∞

x(τ)
1

a
ψ
(τ − t

a

)
dτ

!
=

∫ ∞
−∞

x(τ)h(t− τ)dτ,

(9)

folgt

h(t− τ) !
=

1

a
ψ
(τ − t

a

)
, t, τ ∈ R.

Damit ist

h(t) :=
1

a
ψ
(−t
a

)
, t ∈ R.

Um die Fouriertransformation von z(t) = Wψ(x)(t, a) zu berechnen, gehen
wir von der Darstellung z(t) = (x ∗ h)(t) aus und benutzen die Eigenschaft,
dass der Faltung von Signalen im Zeitbereich ein Produkt im Frequenzbe-
reich entspricht, d.h.

ẑ(f) = x̂(f)ĥ(f). (10)

Dazu berechnen wir

ĥ(f) =

∫ ∞
−∞

h(t)e−2πiftdt =

∫ ∞
−∞

1

a
ψ
(−t
a

)
e−2πiftdt

=

∫ ∞
−∞

ψ(τ)e2πiafτdt = ψ̂(−af),

wobei wir die Variablensubstitution τ = − t
a
, dτ

dt
= − 1

a
, gemacht und die

Annahme a > 0 verwendet haben. Mit Hilfe von (8) erhalten wir nun

ẑ(f) = x̂(f)ψ̂(−af).
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(d) Das Signal ψ(t) erfüllt die Wavelet-Eigenschaft (3) nicht, denn es gilt∫ ∞
−∞

ψ(t)dt =

∫ ∞
−∞

ψ(t)e−2πi·0·tdt = ψ̂(0) = π 6= 0.

(e) Durch partielle Integration erhält man∫ ∞
−∞

ψ(t)dt =

∫ ∞
−∞

g′(t) · 1dt =
[
g(t) · 1

]t=∞
t=−∞︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ ∞
−∞

g(t) · 0 dt = 0,

wobei wir verwendet haben, dass g(t) kompakten Träger hat und somit
lim
|t|→∞

g(t) = 0 gilt. Das Signal ψ(t) erfüllt daher die Wavelet-Eigenschaft (3).

(f) Es ergibt sich folgendes Schaubild:

t

ψ(t)

−1
2

1
2

1

−1

1

(g) Wir können das Haar Wavelet ψ(t) in die Differenz von zwei verschobenen
Rechteckssignalen zerlegen:

ψ(t) = (T 1
4
r)(t)− (T 3

4
r)(t),

wobei

r(t) =

{
1, |t| 6 1

4

0, |t| > 1
4
,

und (Tt0x)(t) := x(t − t0) der Translationsoperator ist. Für die Fouriertrans-
formierte des Rechteckssignals r(t) erhalten wir mit Hilfe der Formelsamm-
lung

r̂(f) =
sin(πf/2)

πf
.

Insgesamt haben wir also

ψ̂(f) = e−πif/2 r̂(f)− e−3πif/2 r̂(f) = e−πif/2
sin(πf/2)

πf
− e−3πif/2 sin(πf/2)

πf
,

wobei wir die Translationseigenschaft der Fouriertransformation verwendet
haben (s. Formelsammlung).
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3. Aufgabe

(a) i. Wir bestimmen die Sprungantwort a1 von H1 gemäss

a1[n] = (h1 ∗ σ)[n]

=
∞∑

k=−∞

h1[k]σ[n− k] (11)

=

(
n∑
k=0

h1[k]

)
σ[n] (12)

= 4

(
n∑
k=0

(
1

2

)k
−

n∑
k=0

(
−1

3

)k)
σ[n] (13)

= 4

(
2

(
1−

(
1

2

)n+1
)
− 3

4

(
1−

(
−1

3

)n+1
))

σ[n] (14)

=

(
5−

(
1

2

)−3(
1

2

)n+1

−
(
−1

3

)−1(
−1

3

)n+1
)
σ[n]

=

(
5−

(
1

2

)n−2
−
(
−1

3

)n)
σ[n],

wobei wir für den Schritt von (11) zu (12) die Formel

n∑
k=0

qk =
1− qn+1

1− q
, für q 6= 1,

verwendet haben, und der Faktor σ[n] in (10) benötigt wird, da die Sum-
me

∑∞
k=−∞ h1[k]σ[n− k] in (9) den Wert 0 annimmt für n < 0.

ii. Das Signal x1[n] lässt sich wie folgt darstellen: x1[n] = σ[n+1]−2σ[n−1].
Wir erhalten somit das zugehörige Ausgangssignal als

y1[n] = (h1 ∗ x1)[n]
= (h1 ∗ (σ[·+ 1]− 2σ[· − 1]))[n] (15)
= (h1 ∗ σ[·+ 1])[n]− 2(h1 ∗ σ[· − 1])[n] (16)
= (h1 ∗ σ)[n+ 1]− 2(h1 ∗ σ)[n− 1] (17)
= a1[n+ 1]− 2a1[n− 1],

wobei wir für den Schritt von (13) zu (14) die Linearität von H1 verwen-
det haben und für den Schritt von (14) zu (15) die Zeitinvarianz von H1.

iii. Eine hinreichende Bedingung für BIBO-Stabilität eines zeitdiskreten LTI-
Systems mit Impulsantwort h[n] ist

∑∞
n=−∞ |h[n]| < ∞. Für h1[n] erhal-
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ten wir
∞∑

n=−∞

|h1[n]| = 4
∞∑
n=0

∣∣∣∣(1

2

)n
−
(
−1

3

)n∣∣∣∣
≤ 4

∞∑
n=0

((
1

2

)n
+

(
1

3

)n)
= 4

(
2 +

3

2

)
= 14 <∞,

wobei wir die Formel
∑∞

n=0 q
n = 1

1−q , für q < 1, verwendet haben. Wir
haben somit gezeigt, dass H1 BIBO-stabil ist.

(b) i. Durch Faktorisieren des Nenners von ĥ2(θ) erhalten wir

ĥ2(θ) =
7e4πiθ

1− 1
12
e−2πiθ − 1

12
e−4πiθ

=
7

(1 + 1
4
e−2πiθ)(1− 1

3
e−2πiθ)

e4πiθ.

Wir vereinfachen diesen Ausdruck mittels Partialbruchzerlegung ge-
mäss

e−4πiθĥ2(θ) =
A

1 + 1
4
e−2πiθ

+
B

1− 1
3
e−2πiθ

=
A(1− 1

3
e−2πiθ) +B(1 + 1

4
e−2πiθ)

(1 + 1
4
e−2πiθ)(1− 1

3
e−2πiθ)

.

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

A+B = 7, und − A

3
+
B

4
= 0

=⇒ A =
3

4
B

=⇒ 3

4
B +B = 7

=⇒ B = 4, A = 3

und damit

ĥ2(θ) =

(
3

1− (−1
4
)e−2πiθ

+
4

1− 1
3
e−2πiθ

)
e4πiθ.

Aus der Fouriertransformationstabelle entnehmen wir, dass der Faktor
e4πiθ im Zeitbereich eine Verschiebung gemäss x[n + 2] bewirkt. Somit
erhalten wir

h2[n] = 3

(
−1

4

)n+2

σ[n+ 2] + 4

(
1

3

)n+2

σ[n+ 2].

Da h2[−2] = 7 6= 0 ist das System nicht kausal.
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ii. Die Eingangs-Ausgangsbeziehung von H2 lautet im Frequenzbereich

ŷ2(θ) = ĥ2(θ)x̂2(θ),

und damit (
1− 1

12
e−2πiθ − 1

12
e−4πiθ

)
ŷ2(θ) = 7e4πiθx̂2(θ).

Dieser Ausdruck entspricht im Zeitbereich der Differenzengleichung

y2[n]−
1

12
y2[n− 1]− 1

12
y2[n− 2] = 7x2[n+ 2]

und nach Umformung folgt

y2[n] = 7x2[n+ 2] +
1

12
y2[n− 1] +

1

12
y2[n− 2].
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4. Aufgabe

(a) i. Aus

Tx =


0 0 . . . 0 1
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . 1 0




x0
x1
x2
...

xN−1



=


xN−1
x0
...

xN−2



folgt für k ∈ {0, . . . , N − 1} durch k-fache Anwendung der Matrix T auf
x (0-fache Anwendung entspricht der Multiplikation mit T0 = IN )

Tkx =



xN−k
xN−k+1

...
xN−1
x0
x1
...

xN−k−1


.

ii. Wir haben (T0)T = ITN = IN = (TT)0. Des Weiteren gilt für alle k ∈
{1, . . . , N − 1} die Beziehung

(Tk)T = (T . . .T︸ ︷︷ ︸
k Mal

)T

= TT . . .TT︸ ︷︷ ︸
k Mal

= (TT)k.

Folglich gilt (Tk)T = (TT)k für alle k ∈ {0, . . . , N − 1}. Aus

TTx =


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1
1 0 0 . . . 0




x0
x1
...

xN−2
xN−1


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=


x1
x2
...

xN−1
x0


folgt durch k-fache Anwendung der Matrix TT auf x (0-fache Anwen-
dung entspricht der Multiplikation mit (TT)0 = IN )

(TT)kx =



xk
xk+1

...
xN−1
x0
...

xk−1


.

iii. Aus

M =


1 0 . . . 0
0 ω . . . 0
...

... . . . ...
0 0 0 ωN−1


folgt unmittelbar

Ml =


1 0 . . . 0
0 ωl . . . 0
...

... . . . ...
0 0 0 ωl(N−1)

 .

Deshalb ist

Mlx =


x0
ωlx1

...
ωl(N−1)xN−1

 .

iv. Wir berechnen zunächst den Ausdruck

TkMlx = Tk


x0
ωlx1

...
ωl(N−1)xN−1


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=



ωl(N−k)xN−k
ωl(N−k+1)xN−k+1

...
ωl(N−1)xN−1

x0
ωlx1

...
ωl(N−k−1)xN−k−1



= ωl(N−k)



xN−k
ωlxN−k+1

...
ωl(k−1)xN−1

ωlkx0
ωl(k+1)x1

...
ωl(N−1)xN−k−1


.

Nun berechnen wir den Ausdruck

MlTkx = Ml



xN−k
xN−k+1

...
xN−1
x0
x1
...

xN−k−1



=



xN−k
ωlxN−k+1

...
ωl(k−1)xN−1

ωlkx0
ωl(k+1)x1

...
ωl(N−1)xN−k−1


.
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Wir haben daher

(TkMl −MlTk)x = (ωl(N−k) − 1)



xN−k
ωlxN−k+1

...
ωl(k−1)xN−1

ωlkx0
ωl(k+1)x1

...
ωl(N−1)xN−k−1


.

(b) i. Wir setzen G = HT. Aus

G =

 g0,0 . . . g0,N−1
...

...
...

gN−1,0 . . . gN−1,N−1


= HT

=

 h0,0 . . . hN−1,0
...

...
...

h0,N−1 . . . hN−1,N−1


erhalten wir gk,l = hl,k für k, l ∈ {0, . . . , N − 1}. Daraus ergibt sich

ηHT(k, l) = ηG(k, l)

=
1

N

N−1∑
m=0

gm,m−k ω
−ml

=
1

N

N−1∑
m=0

hm−k,m ω
−ml

=
1

N

N−1∑
m=0

hm,m+k ω
−(m+k)l

= ω−klηH(−k, l).

ii. Wir schreiben zunächst H = (h0 . . . hN−1) wobei hk, k = 0, . . . , N −
1, die Spalten von H bezeichnet, und setzen G = TpH. Aus TpH =
(Tph0 . . . T

phN−1) erhalten wir die Darstellung

G =

 g0,0 . . . g0,N−1
...

...
...

gN−1,0 . . . gN−1,N−1


= TpH
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=



hN−p,0 . . . hN−p,N−1
hN−p+1,0 . . . hN−p+1,N−1

...
...

...
hN−1,0 . . . hN−1,N−1
h0,0 . . . h0,N−1
h1,0 . . . h1,N−1

...
...

...
hN−p−1,0 . . . hN−p−1,N−1


.

Folglich ist gk,l = hk−p,l für k, l, p ∈ {0, . . . , N − 1}. Daraus ergibt sich

ηTpH(k, l) = ηG(k, l)

=
1

N

N−1∑
m=0

gm,m−k ω
−ml

=
1

N

N−1∑
m=0

hm−p,m−k ω
−ml

=
1

N

N−1∑
m=0

hm,m−k+p ω
−(m+p)l

= ω−plηH(k − p, l).

iii. Wir schreiben wieder H = (h0 . . . hN−1) und setzen G = (Tp)TH =
(TT)

p
H. Aus (TT)

p
H = ((TT)

p
h0 . . . (T

T)
p
hN−1) erhalten wir die Dar-

stellung

G =

 g0,0 . . . g0,N−1
...

...
...

gN−1,0 . . . gN−1,N−1


= (TT)

p
H

=



hp,0 . . . hp,N−1
hp+1,0 . . . hp+1,N−1

...
...

...
hN−1,0 . . . hN−1,N−1
h0,0 . . . h0,N−1

...
...

...
hp−1,0 . . . hp−1,N−1


.

Folglich ist gk,l = hk+p,l für k, l, p ∈ {0, . . . , N − 1}. Daraus ergibt sich

η(Tp)TH(k, l) = ηG(k, l)

=
1

N

N−1∑
m=0

gm,m−k ω
−ml
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=
1

N

N−1∑
m=0

hm+p,m−k ω
−ml

=
1

N

N−1∑
m=0

hm,m−k−p ω
−(m−p)l

= ωplηH(k + p, l).

iv.

ηHTp(k, l) = ω−klη(Tp)THT(−k, l)
= ω(p−k)lηHT(p− k, l)
= ηH(k − p, l),

wobei wir im ersten und im letzten Schritt die Beziehung 4(b)i. und im
zweiten Schritt die Beziehung 4(b)iii. verwendet haben.

(c) Für H = IN gilt hk,l = δk,l für k, l ∈ {0, . . . , N − 1}, wobei

δk,l =

{
1, für k = l

0, für k 6= l.
(18)

Damit erhalten wir

ηIN (k, l) =
1

N

N−1∑
m=0

δm,m−k ω
−ml

= δk,0
1

N

N−1∑
m=0

ω−ml

= δk,0 δl,0.

Aus Tp = INT
p ergibt sich mit Hilfe von Eigenschaft 4(b)iv.

ηTp(k, l) = ηINTp(k, l)

= ηIN (k − p, l)
= δk−p,0 δl,0.
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