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1. Aufgabe

(a) Das Signal y ist periodisch mit Periode 2B. Ferner gilt y(f) = Z(f), f €
(—B, B), da das Signal = auf [-B, B] band-begrenzt ist. Der n-te Fourierrei-
henkoeffizient von y ist damit gegeben durch

) = o [ wpeHag= b [ apetag = La(- 1),

B —-B

(b) Die Entwicklung des Signals y aus Punkt (a) in eine Fourierreihe ergibt

W)=Y ser(—ae) e, fe(-B.B).

n=—oo

Fiir f = 0 erhalten wir daraus

o0

y(0) = %H_w (-25) = %n_m (35)
Da
y0) =30) = [ (o
erhalten wir
T i o(nT) = / Zx(t)dt, (1)

was die gewiinschte Formel ergibt.

(c) Der n-te Fourierreihenkoeffizient von z ist gegeben durch

I — 2minf L * —2mi(t+5% ) f
2= g5 [ AN H A = o [ ey

n
— si 2B(t _)),
smc( +QB

sin(7t)
{—m L t£0

wobei wir

sinc(t) =
() 1 t=0.

gesetzt haben.



(d) Wir haben

1 B
5B . y(f)z"(f)
wobei wir

[e.9]

( 2. cn<y>e2’5?f) (Z c}f(z)e—g’%"> df
( > 3 el ) df

B
2wi(n—~0) f
e 2B df)

(2)

B _
i 62771(;B—é)f df 1, n=/¢
2B -B 0, n ;A g

in (2) verwendet haben.

(e) Wir benutzen die Riicktransformationsformel fiir die Fouriertransformierte
von x und erhalten

(t)

B

/,
B

/.,
1

2B( —
(55

n=—oo
o0

n=—oo

y(f)e’ ™ df

/,

25 <§m
> () sne(25 (1~ 55)
3" a(nT) smc(t_TnT),

f(f)e%riftdf

6
y(f)Z*(f)df>

(4)

(5)

(-3 (e 7))

n

(6)

wobei wir in (3) Z(f) = y(f), f € (=B, B), verwendet haben, (4) aus dem
in Teilaufgabe (d) bewiesenen Resultat folgt, (5) dank der Ausdriicke fiir die
Fourierreihenkoeffizienten von y und = hergeleitet werden konnte, und (6)
aus T' = 1/(2B) folgt.

(f)

Da die Fouriertransformierte von u — x(a+u), u € R, durch f — >/ Z(f)

gegeben ist und z auf [—-B, B] band-begrenzt ist, ist u — z(a + u) ebenfalls
auf [—B, B] band-begrenzt. Daher konnen wir das Resultat aus Teilaufgabe
(b) und die in Teilaufgabe (e) bewiesene Interpolationsformel anwenden. Es
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ergibt sich damit durch Ersetzen von x durch v — z(u + «) in (1) und (6)
direkt

[e.9]

% /_Oo z(u+ a)du = nzzoox(oz +nT), (7)
und
r(u+a)= Z_ x(a+nT) sinc(u —TnT) , uelR. (8)

Durch Variablensubstitution ¢t = « 4 v im Integral 7 [~ z(u + a)du in (2?)

erhalten wir
1 [~ d
T/_ x(t)dt = Z z(a+nT),

o0 n=—oo

und durch Substitution ¢t = u + « in (??)

o0

w(t)= 3 a(a+nT) sinc(#) |

n=—oo



2. Aufgabe

(a) Fiir zeitkontinuierliche Signale x(t), y(¢) und Koeffizienten «, 5 € C erhalten
wir die Wavelet-Transformation des Signals z(t) = ax(t) + py(t) als

ot =3 [ (aa(r) + By(r >>¢(T‘ )ar

—00

=aé/w 2(r) (T )dr + 8- / T_t)df
= aWy(2)(t, a)+5Ww( )t a

womit die Linearitat bewiesen ist.
(b) Die Identitat folgt aus

(Tt Da) () = (Do)t — aty) = ~a(a™ (¢ ~ aty)
—Ltat—ty) = é(Ttoaz)(a_lt)

= (DaTiy2)(1).

(e 9]

(c) Aus der Identitat

Ww(x)(t,a):/oox T_t)dT

)
folgt
1 T—1
h(t—71) = aw( - ), t, T € R.
Damit ist .
—t

Um die Fouriertransformation von z(t) = Wy(z)(t, a) zu berechnen, gehen
wir von der Darstellung z(t) = (x * h)(¢) aus und benutzen die Eigenschaft,
dass der Faltung von Signalen im Zeitbereich ein Produkt im Frequenzbe-
reich entspricht, d.h.

2(f) = Z(HR(S)- (10)

Dazu berechnen wir

h(f) = / " h(t)e 2t / —¢( ) ~2miftqy

/ P(r)eT It = P(—af),

wobei wir die Variablensubstitution 7 = —%, ¢ = —1 gemacht und die

Annahme a > (0 verwendet haben. Mit Hllfe von (8) erhalten wir nun

2(f) = B (—af).
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(d) Das Signal ¢(t) erfiillt die Wavelet-Eigenschaft (3) nicht, denn es gilt
/ Y(t)dt = / (t)e 20t = (0) = 7 #£ 0.

(e) Durch partielle Integration erhdlt man

/m¢(t)dt:/mg(t) - 1dt = [g(t) . 1L_OO_/OOg(t) 0dt =0,

=0

wobei wir verwendet haben, dass ¢(t) kompakten Trager hat und somit
lim g(t) = 0 gilt. Das Signal v () erfiillt daher die Wavelet-Eigenschaft (3).

|t] =00
(f) Es ergibt sich folgendes Schaubild:

»(t)
1

1 t

_1 1 1
2 2
14

(g) Wir konnen das Haar Wavelet ¢/(¢) in die Differenz von zwei verschobenen
Rechteckssignalen zerlegen:

B(t) = (Tar)(t) — (Tar)(1),

4

1 t| <
rt) =< 4
0, |t >

und (T3,x)(t) := x(t — to) der Translationsoperator ist. Fiir die Fouriertrans-
formierte des Rechteckssignals r(t) erhalten wir mit Hilfe der Formelsamm-
lung

wobei

NN

o sin(7mf/2)
() =2

Insgesamt haben wir also

" o —mif/2 _3mif /2 o _—mif/ SlIl(7Tf/2) —3mif/ SlIl(7Tf/2)
B() = e IR = () = ol SN, o ST

wobei wir die Translationseigenschaft der Fouriertransformation verwendet
haben (s. Formelsammlung).



3. Aufgabe

(a) i. Wir bestimmen die Sprungantwort a; von H; gemaéss

ai[n] = (hy * o)[n]

= > hlklon — k] (11)
_ (Z h,l m) ol (12

SEQEE)w e
(- 7) ) o
(75 ()

wobei wir fiir den Schritt von (11) zu (12) die Formel

n+1

n 1_

Zq’“zl—q, fiir g # 1,
—q

k=0

verwendet haben, und der Faktor o[n| in (10) benttigt wird, da die Sum-
me Y .- hi[k]o[n — k] in (9) den Wert 0 annimmt fiir n < 0.

ii. Das Signal z;[n] ldsst sich wie folgt darstellen: x;[n| = o[n+1] —20[n—1].
Wir erhalten somit das zugehorige Ausgangssignal als

yiln] = (hyxa1)[n]
= (b * (o[ + 1] = 20[- — 1]))[n] (15)
= (b * o[- +1])[n] = 2(h1 % o[- — 1])[n] (16)
= (hx0)[n+1] = 2(hy x 0)[n — 1] (17)

= ai[n + 1] — 2a;[n — 1],

wobei wir fiir den Schritt von (13) zu (14) die Linearitdt von H; verwen-
det haben und fiir den Schritt von (14) zu (15) die Zeitinvarianz von H;.

iii. Eine hinreichende Bedingung fiir BIBO-Stabilitét eines zeitdiskreten LTI-
Systems mit Impulsantwort h[n] ist >~ >° _ |h[n]| < oo. Fiir hy[n] erhal-
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ten wir

wobei wir die Formel >~ ¢" = l%q, fiir ¢ < 1, verwendet haben. Wir
haben somit gezeigt, dass H; BIBO-stabil ist.

(b) i Durch Faktorisieren des Nenners von h(f) erhalten wir

R 7647ri9

h2(9) =

_ 1 —omip _ 1 ,—4mi
1 — e 12¢

7 4mi0
(1+ le—2m9)(1 — 16—2m'e>6
4 3

Wir vereinfachen diesen Ausdruck mittels Partialbruchzerlegung ge-
mass
14+ Z_Jiefzm'e 1 — %efzm'e
A(l — 2e72%) + B(1 + te~2mf)
(1 + }16727”'9)(1 _ %6727%0)

6_47”;9];/2 (8)

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir

A+B=T, und —

3
— A=-B
4

3

— B=4A4=3

und damit

7 3 4 4730
ha(0) = (1 _ (_i)e—%w + 1_ %e—zme) e

Aus der Fouriertransformationstabelle entnehmen wir, dass der Faktor
'™ im Zeitbereich eine Verschiebung gemiss z[n + 2] bewirkt. Somit
erhalten wir

ha[n] =3 (—i)nwa[n +2]+4 <%)n+20[n+ 2].

Da hy[—2] = 7 # 0 ist das System nicht kausal.
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1.

Die Eingangs-Ausgangsbeziehung von I, lautet im Frequenzbereich

95(0) = ha(0):(0),

und damit

1 ; 1 0\ ~ 7i6
(1 . Eef%m@ . Eellﬂz@) yQ(e) — 764 91,2(9).

Dieser Ausdruck entspricht im Zeitbereich der Differenzengleichung
1 1
Yo[n] — Eyg[n -1] - Eyg[n — 2] = Txan + 2]
und nach Umformung folgt

1 1
ol = Toaln + 2] + syl — 1] + ol — 2]



4. Aufgabe

(a) 1i. Aus

0 0 . 01 To
1 0 0 0 T

Tx= |0 1 0 0 To
0 0 10 TN-1
TN-1
To
TN-2

folgt fiir k € {0, ..., N —1} durch k-fache Anwendung der Matrix T auf
x (0-fache Anwendung entspricht der Multiplikation mit T° = I)

TN—k
TN—k+1

TN-1
TFx =
Zo
g

TN—-k-1

ii. Wir haben (T°)T = I} = Iy = (T7)" Des Weiteren gilt fiir alle & €
{1,..., N — 1} die Beziehung

(THT =(T... )"
k Mal
=T7T...TT

N——
k Mal

—_ (TT)k

Folglich gilt (T*)T = (TT)* firalle k € {0,..., N — 1}. Aus

010 ... 0 o

0 01 0 1
T'x = | :

0 0O 1 IN—-2

1 00 0 IN-1



T
T2

TN-1
Zo

folgt durch k-fache Anwendung der Matrix T auf x (0-fache Anwen-
dung entspricht der Multiplikation mit (TT)° = Iy)

Lk

Lh+1

(TT)kX: ITN-1

Zo

Tp—1

iii. Aus
1 0 . 0
0 w . 0
M=|. . . .
00 0 wV!
folgt unmittelbar
1 0 0
0 ot 0
M =|. . :
00 0 WO
Deshalb ist

Zo

Ml wlxl

X = .
W=D
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N—k)
I(N—k+1)

TNk
w TN—k4+1

UN=1)

Lo
w1

I(N—k-1
w )fokfl

TNk
l
WIN—-k+1

k=)

W Ty
I(k+1
(k1) g,

— JN—R) w

W

l(Nil)xN—k—l

Nun berechnen wir den Ausdruck

ITN—k

TN—k+1

MiThx = M! [ 4
Lo

|

TN—-k—1

TNk
l
WIN—-k+1

W E=D g

WlCHD) )

I(N-1
wi )IN—k—l
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Wir haben daher

TNk
wl$N—k+1
I(k—1)
(Tle . MlTk)x _ (wl(N—k) . 1) w " IN-1
W Ty
WD)
W N"Dgn
(b) i. Wirsetzen G = HT. Aus
40,0 ces go,N-1
G = :
gN-10 .-+ GN-1,N-1
—HT
h()’[) e hN—l,O
hon-1 ... hy-1iNn-1

erhalten wir g ; = hy fur k,1 € {0,..., N — 1}. Daraus ergibt sich
nHT(k7 l) = nG(ka l)

1 N-1
= N Z Im,m—k w—ml

z 3
= o

hm—k,m w—ml

=]~
z 3
DY

2||| =
g

hm _— wf(erk)l

3
]

0
=w lnH(_kv l)
ii. Wir schreiben zundchst H = (hy ... hy_1) wobei hy, £ = 0,..., N —
1, die Spalten von H bezeichnet, und setzen G = T?H. Aus TP’H =
(TPhy ... TPhy_;) erhalten wir die Darstellung

I

40,0 cee Jgo,N—1
G — . . .
gN-10 --- YGN—-1,N-1
=TPH
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thp+1,0 B thp+1,N71
_ hN—l,O cee hN—l,N—l
h0,0 B hO,N—l
hl,O s hl,N—l
thpfl,O <. thpfl,Nfl

Folglich ist gy ; = hy—p, fir k,1,p € {0,..., N — 1}. Daraus ergibt sich

nreu(k, 1) = na(k, 1)
N

1 1
= Z Im,m—k w—ml

=|
=z 3
= O

hm—p,m—k w—ml

2|~
=z 3
D

P — et w—(m+p)l

==

3
I
=)

= w_plnH(k —p,1).

iii. Wir schreiben wieder H = (hy ... hy_;) und setzen G = (T?)TH =
(TT)’H. Aus (TT)"H = ((T")’hy ... (TT)’hy_,) erhalten wir die Dar-
stellung

90,0 o go,N—1
G = :
gN-10 --- GN—-1,N-1
p
= (TH'H
hp70 N hp,N—l
hpri0 -0 hprin—a
= | hv-1o - hn—in—
hoo ... ho,n—1
hp—l,O s hp—l,N—l

Folglich ist gi,; = hy4p, fir k,1,p € {0,..., N — 1}. Daraus ergibt sich

n(TP)TH(k7 l) = nG(ka l)
N-1

1

N

m=0

— ml

Im,m—k w
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N—
E —ml
m+pm EW
—1

E (m—p)l
T m,m—k— p‘*u ?)
m=0

= wnu(k + p,1).

2 |

2

iv.
UHTP(k l) =w 77(TP THT( k l)
= w" Mg (p — k1)
=nu(k —p,1),

wobei wir im ersten und im letzten Schritt die Beziehung 4(b)i. und im
zweiten Schritt die Beziehung 4(b)iii. verwendet haben.

(c) Fur H = I gilt hy; = 0y, fur k,1 € {0, ..., N — 1}, wobei

1, furk=1
Okt = . (18)
0, fark #I.
Damit erhalten wir
N—
771]\7 k l Z m,m— 1% —m
= 519 0 Z w
= Ok 5170-

Aus T? = INyT? ergibt sich mit Hilfe von Eigenschaft 4(b)iv.

T]Tp(k7 l) = nINTp (k, l)
= nIN(k - D l)
= Ok—p,0 01,0-
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