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1. Aufgabe

(a) Gemdss Abtasttheorem ist es moglich das Signal = aus seinen Abtastwer-
ten z(nT"), n € Z, zu rekonstruieren solange 7" < 1/(2B). Hier haben wir
T = 1/(4B) < 1/(2B), was impliziert, dass Rekonstruktion moglich ist.
Da das Signal iiberabgetastet ist, gibt es unendlich viele Moglichkeiten es
aus seinen Abtastwerten zu rekonstruieren. Eine Moglichkeit besteht darin
x aus den geraden Abtastwerten x(2n1"), n € Z, zu rekonstruieren gemaéss
der Interpolationsformel

x(t) = i x(2nT) sinc(t —22TnT) , teR, (1)
wobei
sin(mt)
sinc(t) = mt t#0
1, t=
(b) Aus (1) erhalten wir, fir alle n € Z,
z((2n+1)T) = ki:ox@kT) sinc (n —k+ %)
L« sin(m(n — k +1/2))
— k;oox(QkT) e S
N (=D~
= 2 M) /2)’ @

wobei (2) aus sin(m(n — k + 1/2)) = cos(m(n — k)) sin(r/2) = (—1)""* folgt.
(c) 1i. Die zeitdiskrete Fouriertransformierte %, des zeitdiskreten Signals
{x(nT)}, n € Z, kann geschrieben werden als

o0

2q(0) = Z x(nT)e 2 m?

n=—oo
[e.o]

-1 Z <9+n> 3)

n—foo

wobei (3) aus der Formelsammlung folgt.
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(d) Da das Signal, dank 7' € (0

ii. 24 ist eine 1-periodische Version von ¢ — 2(6/T). Da 1/T > 2B gilt,
gibt es keine Uberlappung zwischen den verschobenen Kopien von 6 —
2(0/T). Daraus folgt, dass & geméss

#(f) = Taa(fT)hre(fT), f€[-B,B]

aus Z4 zuriickgewonnen werden kann, wobei

. 1, |0| < BT
v (9) = {O = @

Hierbei wurde die Beziehung 6 = T'f verwendet.
iii. Wir haben

:B(t) — /_OO jj(f)e%riftdf _ /_OO T:i»d(fT);LTP(fT)ewmftdf

o0

_ /oo T ( i m(nT)627m'nfT> ilTp(fT)esztdf

o0 n=—o0
00

= Z .I'(TLT) /OO T;LTp<fT)€27rif(t_nT)df (5)

n=-—o0o -

o0 00

= Z :L'(nT)/ horp (w)e?™ = T/T gy (6)

n=—oo o0

o0

-y x(nT)th<t_TnT)

n=—oo

=2BT Z (nT) sinc(2B(t — nT)), (7)

wobei wir in (6) u = fT substituiert haben und (7) aus
hrp(u) = 2BT sinc(2BTu), wu € R,

folgt. In (5) diirfen wir die Reihenfolge der Summation und des Integrals
vertauschen, weil per Annahme ) _, |z(nT)| < oo gilt.

' 5 B) iiberabgetastet ist, ist jede Kernfunktion h
zulissig, die die Bedingungen i(#) = 1, |§] < BT, und h(6) = 0, fiir ] > 1/2,
erfiillt. Fiir BT < |0] < 1/2 ist h(6) beliebig. Daher gibt es, dank BT < 1/2,

unendlich viele zuldssige Kernfunktionen. Beachten Sie auch hier wieder,
dass 0 =Tf.



2. Aufgabe

(a) Fir zeitkontinuierliche Signale x1(t), z2(t) und Koeffizienten «, 5 € C erhal-
ten wir

o0

H(axy + Bxy)(t) = / (axq(t — 7) + Bao(t — 7))h(t, 7)dT

—00

=a /_00 x1(t — 7)h(t, 7)dT + ﬁ/_oo xo(t — T)h(t, 7)dT

= all (z1)(t) + BH (2)(1),
womit die Linearitdt bewiesen ist.
(b) Fiir festes ¢y € R definieren wir den Translationsoperator
(T0)(t) = a(t —ty), tER,

der eine Verschiebung um ¢, bewirkt. Aus der Vorlesung wissen wir, dass
das System H zeitinvariant ist, wenn fiir alle ¢, und alle Eingangssignale

x(t) gilt
H(Ty)(t) = H(z)(t —t), VteR, ®)
Fiir die linke Seite in (8) ergibt sich
H(Ty)(t) = /_ (To)(t — T)h(t, 7)dr = /_ 2 ((t — to) — T)h(t,T)dr, (9)
und fir die rechte Seite in (8) erhalten wir
H@)(t —ty) = /OO 2((t = to) — 7)A(t — to, 7)dr, (10)

Da die Gleichheit von (9) und (10) fiir alle Eingangssignale z(¢) gelten muss
folgt, dass das System H dann und nur dann zeitinvariant ist, wenn h(t, 7) =
h(t—to, ), furallet, 7,ty € R. Dies bedeutet, dass h(t, 7) nicht von ¢, sondern
nur von 7 abhdngen darf (d.h. h(¢, 7) ist konstant in Bezug auf ¢) und sich
somit als Funktion nur von 7 darstellen lasst, d.h. h(t,7) = g(7).

(c) Wir haben

y(t) = /OO x(t — 7)h(t,7)dr = /00 o(t —71)o(r —t +r2)dr

¢
:/ ldr = (t — (t — 7)) = 7%,
t—m2

womit sich folgendes Schaubild ergibt:

y(t)

A

7T2




(d)

(e)

(f)

Eine hinreichende Bedingung fiir BIBO-Stabilitdt des Systems H ist gegeben
durch:

/ |h(t,7)|dT < 00, VteR. (11)
Diese Aussage ldsst sich wie folgt zeigen: Es sei x(t) ein beschranktes Ein-
gangssignal, d.h. |z(t)| < B, < oo, Vt € R. Damit erhalten wir

(o) = 1H@@] =] [ ot = it ]

< / 2t — )| |h(t, P)]dr < Bx/ h(t, 7)|dr < 00, VEER,

(o) — o0
<B,

wobei wir im letzten Schritt (11) verwendet haben. Somit ergibt sich fiir je-
des beschréankte Eingangssignal x(¢) ein beschranktes Ausgangssignal y(t) =
H(z)(?)-

Fiir die Funktion
h(t,T) :h1<t)'h2(7')7 \V/t, TGR,
ergibt sich
o) = H(z)(t) = /_oo ot — Dh(t )T = ha(t) /_oo (t — P)ho(r)dr
= by (D) (x * ho)(2). (12)

Um die Fouriertransformation von y(¢) zu berechnen, benutzen wir, dass
(i) die Faltung zweier Zeitbereichssignale auf ein Produkt im Frequenzbe-
reich abgebildet wird und (ii) das Produkt zweier Zeitbereichssignale auf
eine Faltung im Frequenzbereich abgebildet wird. Damit erhalten wir

9(f) = (n *2)(f),

wobei z(f) = z(f) - }/L\g( f). Mit Hilfe der Identitat (12) ist es schliesslich er-
sichtlich, dass fiir h;(t) = 1 und ho(7) = §(7), fur alle Eingangssignale x(t)
die folgende Gleichung gilt:

y(t) = ha(t)(z * hs)(t) = (1),

wobei wir verwendet haben, dass die Deltafunktion das Einselement der
Faltung ist.

Fiir x(t) = 6(t) ergibt sich

H(z)(t) = / 5(t — TYh(t, 7)dr = h(t, 1),
wobei wir die Siebeigenschaft der Deltafunktion benutzt haben. Die Sy-
stemantwort y(t) = h(t, t) charakterisiert das System H somit nicht vollstan-
dig. Fiir eine vollstindige Charakterisierung miisste h(t, ) fir alle ¢,7 € R
bekannt sein, insbesondere also auch fiir ¢ # 7.



3. Aufgabe

(a)

i. Durch Faktorisieren des Nenners von h; (6) erhalten wir

h(6) = ] _ 2623;% _ o 4mif
B 3
1 — Le-2mio _To—imi
3

(1 _ %€—2Wi0>(1 + }16—27”’6') ’
Wir fiihren nun Partialbruchzerlegung gemaéss
. A B
hy(0) = A ,
1( ) 1— %6_27”6 + 1+ %6—27%9
A1+ 3e72) + B(1 — je ™)
(1 _ %€—2ﬂ'i9)(1 + %6—27%9)

durch. Koeffizientenvergleich ergibt

A+ B =3, und

— A =28

= 2B+ B =3

= B=1A=2
und damit

- 2 1
hi(0) = — 4 —.
1( ) 1— %6727”9 1+ leemeG

Mittels Fouriertransformationstabelle erhalten wir die Impulsantwort

hyfn] = 2 (%)na[n] + (—i)na[n].

ii. Aus der Definition des Frequenzgangs von H;

R 71(0) 24
1( ) :%1(9) 8 — Qe—2mil _ o—dmif

folgt
2431 (0) = 871(0) — 2e7 24, () — e, (6). (13)

Mittels Fouriertransformationstabelle erhalten wir die Differenzenglei-
chung

24z [n] = 8yi[n] — 2y1[n — 1] — y1[n — 2].

Durch Umformen ergibt sich die Differenzengleichung

y1[n] = 3x1[n] + iyl[n — 1]+ %yl[n —2].

iii. Das Blockschaltbild ladsst sich aus der Differenzengleichung ermitteln.

5



(b)

i.

ii.

iii.

1[n] [ [n]

H I

1
8

W=

Um zu beurteilen ob H, kausal ist, betrachten wir die Werte von hs[n]
fur n < —1. Wir haben hy[n| = 0 fiir n < —2 und hy[—1] = 55.Da  # 0
ist ho[n] nicht kausal.

Eine hinreichende Bedingung fiir BIBO-Stabilitét eines zeitdiskreten LTI-
Systems mit Impulsantwort h[n] ist >~ >° _ |h[n]| < oo. Fiir hy[n] erhal-

ten wir
) 2an+5<1)"
B

n

> Jhaln)l =518+ )

n=—00 n=0
<5812 2 153 7
n=0 n=0

Der Ausdruck (14) ist genau dann endlich, wenn die beiden unendli-
chen Summen konvergieren. Wir wissen, dass die geometrische Reihe
> o o ¢" genau dann konvergiert, wenn |¢| < 1. Somit ist H, BIBO-stabil
wenn a < 0 und |5] > 1.

(14)

Die Sprungantwort eines LTI-Systems ist die Systemantwort auf das
Eingangssignal o[n], d.h.

o0

aln] = Y oln—klhofk] = > hafk].

k=—o00 k=—o00

Somit erhalten wir das Gleichungssystem

as[—1] = 58 = —20 (15)
N 1 55
a2[1]:2(1+2)+5(6+1+5>:—Z. (16)
Aus (15) folgt f = —4. Durch Einsetzen von 3 in (16) erhalten wir
65 55
2422 — — = ——
* 4 4
= 2% = 1
4
und somit & = —2. Da a und $ in die unter ii) bestimmten Wertebereiche

fallen ist hs fiir die hier ermittelten Werte BIBO-stabil.



4. Aufgabe

(a) Das zeitdiskrete periodische Signal cos(nn) hat Periodendauer 2 und das

(b)

(©)

zeitdiskrete periodische Signal sin(7n/3) hat Periodendauer 6. Somit ist die

Periodendauer von z[n] = 2sin(mn/3) cos(rn) hochstens gleich 6. Um die
tatsachliche Periodendauer von z[n| zu bestimmen, berechnen wir expli-
zit die Werte z[n| fiir n = 0,...,5. Dazu bestimmen wir zuerst 2 sin(mn/3)

fur n = 0,...,5. Fur n = 0 erhalten wir 2sin(0) = 0. Aus cos(7/3) =
— cos(27/3) = 1/2 erhalten wir 2sin(7/3) = 2sin(27/3) = 21/1 — 1/4 = /3,
wobei wir sin(t) = /1 —cos?(t), fur 0 < ¢t < 7, verwendet haben. Mit
sin(t+m) = —sin(t), fiir t € R, bekommen wir die restlichen Werte 2 sin(w) =
0 und 2sin(47/3) = 2sin(57/3) = —+/3. Des Weiteren ist cos(mn) = 1, fiir
n = 0,2,4, und cos(mn) = —1, fur n = 1,3,5. Da z[n| das Produkt von
2sin(mn/3) und cos(mn) ist, bekommen wir zusammenfassend die folgende
Tabelle

0 1 21 3 4 )
cos(mn) 1y =1 1]-1 1| -1
2sin(mn/3) |0 V3 |v3| 0] —v3| V3|
x[n] 0 —v3[v3| 0|—v3| V3

Die tatsdchliche Periodendauer von z[n| ist daher M = 3. Die Periodendauer
von y[n| ist N = 3, da cos(t) eine 2m-periodische Funktion ist.

Wir konnen das zeitdiskrete periodische Signal z[n] in der folgenden Form
darstellen:
x[n] = 2sin(7mn/3) cos(mn)
1 min/3 —min/3 min —min
= g e — ) (e )
1 , , ,
== (ewzn/?) . 6—7rzn/3) emin
i
- (627”'11/3 o e47‘rin/3) )
Aus der Formel zur Riicktransformation
2

M—-1

1 - 1 e

x[n] _ i E jj[k,]e%mk:n/]\/[ _ g 2 {i’[k,‘]eQMkn/s
k=0

k=0

erhalten wir durch Koeffizientenvergleich die Werte

ke | 2[k]
0] o
1] 3i|
2 —3i

Aus (a) folgt K = M = N = 3. Mit Hilfe der Formelsammlung erhalten wir
z[k] = z[k]y[k]. Da z[k] bereits in (b) berechnet wurde, brauchen wir nur noch

y[k], um Z[k] zu bestimmen. Mit Hilfe der Formelsammlung bekommen wir
direkt die Werte



N~ O
(e}

und damit in weiterer Folge

—3i/2 |
3i/2

N —| O
o

Das zeitdiskrete periodische Signal z[n| erhalten wir schliesslich durch Riick-
transformation gemass:

2 Uﬂ] eQﬂ'ikn/K

2
— 1 Z é[k]e%‘rikn/lS
3 k=0
— i ( 2min/3 47rin/3)
2

— Qi ( 2mwin/3 —27rin/3>
= sin(27n/3).

(d) Mit Hilfe der Transformationstabelle erhalten wir

>
LA
|
O OO OO Ut

oder in Komponentenschreibweise
z1[k] = HIk].
Zur Berechnung von X, fithren wir zunédchst das Hilfssignal
yln] £ w[n + 2]

ein (man beachte, dass es sich hierbei um eine zyklische Verschiebung han-
delt). Mit Hilfe der Transformationstabelle ergibt sich nun

sin(b7k/6)

I = Gk e)



Aus z2[n] = y[n — 2| (zyklische Verschiebung) erhalten wir die DFT von x»
mit Hilfe der Verschiebungseigenschaft der DFT gemass

k] = e~2mik/3SOTA/6)
i sin(mk/6)

Interpretation: Das Hinzufiigen der 0 hat also eine ,sinc-artige” Verteilung
des zuvor an einer Komponente konzentrierten Wertes in der DFT bewirkt.



