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1. Aufgabe

(a) Essei z(t) ein beliebiges Signal sowie y(t) = z(t) i d(t —nT). Dann haben

wir fiir die Fouriertransformierte von y(t) -
A 1« k
i) = f;mz(f— 7)

Falls z(t) = z(t), mit z(t) gemdss Angabe, und hrp(t) ein ideales Tiefpassfil-
ter ist gemass

0, sonst,

iLTP(f) _ {T, falls | f] < f,,

wobei B < f, < 1 — B, dann gilt z(t) = (y * hrp)(t), d.h. z(t) kann exakt aus
y(t) wiedergewonnen werden.

i. Essei z(t) = z(t — ¢), und damit 2(f) = e ?"/3( f). Daraus folgt

I iy SFTREA RS

k=—0o0

Um z(t) aus y(t) zu rekonstruieren bemerken wir, dass die zu k # 0
gehorigen spektralen Komponenten Z(f — %) dank + > 2B nicht mit
der zu k = 0 gehorigen spektralen Komponente z( f) tiberlappen, und
wir daher z( f) 6_27:”/6 durch Tiefpassfilterung extrahieren konnen. Damit
ergibt sich die Rekonstruktionsformel zu z(t) = (y * hV)(¢) mit

2mifc
HO(f) = Te*mle falls |f| < f,,
0, sonst,
wobei B < f, < 1 — B.

ii. Es sei z(t) = cos(2nBt)z(t), und damit 5(f) = %(f:( FeB) +a(f— B)).
Daraus folgt

=1 3 5(r+5-7)rsle-5-7))

k=—o00
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ii.

(b) i

Damit erhalten wir nun aus Argumenten analog zu Teilaufgabe i., und
dank 7 > 4B,
s= &(f+B), falls —B < f <0,
9(f) =
> &(f —B), falls 0< f<B.

Eine Moglichkeit z(¢) aus y(t) zu extrahieren besteht darin, zunéchst
ein Tiefpassfilter mit Bandbreite B anzuwenden, das resultierende Si-
gnal mit cos(27Bt) zu multiplizieren und das Ergebnis davon einem
Tiefpassfilter wieder mit Bandbreite B zuzufiihren. Konkret lautet die
zugehorige Rekonstruktionsformel

h2)

z(t) = ((cos(QﬂBt)(y * h(2))(t)> * T) (1),

wobei

. 2T, fall <B
h(2)(f){ 3 a S|.f| = )

0, sonst.

Es sei z(t) = z(t) * [e~*o(t)], und daher 2(f) = % Damit folgt

. 1 — . k 1
W=7 2. x(f_?> <a+2m'(f—k/T)>'

k=—o00

Aus Argumenten analog zu Teilaufgabe i. folgt, dass x(t) = (y x h¥)(¢),
mit

HO(f) = T(a+2rif), falls|f| < f,,
0, falls | f| > f,,

wobei B < f, < 1 — B.

Es gilt
sin(207t)\ 2
o(t) = (RN ),
wobei
sin(207t

Das Spektrum des Signals z((t) ist gegeben durch (s. Gleichung Nr. 27
in der Formelsammlung)

Zo(f)
1
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Das Spektrum des Signals z(t) ist nach dem Faltungstheorem gegeben
durch Z(f) = (Zo * Zo)(f) als

2(f)
20

—20 5~ /1]

ii. Wir erinnern uns daran, dass

f{x(-) > 6(-—%)}0):]2 > E(f—kf) =30 ) &(f —30k).
n=—o00 S k=—o00

— k=—o00

Das Spektrum des Signals ¢(t) ist damit gegeben durch

a(f)
600
1 L L 1 . f[H
30 —20  —10 0 10 20 30 JIHz]

Der grosstmogliche Wert von fj, fiir den

9(f) =30&(f) fur [f| < fo,
gilt, ist somit f, = 10Hz.



2. Aufgabe

(a) Wir konnen das Spektrum z( f) zerlegen gemdss

Z(f) =7(f) —d(f),

wobei

Lo fl<m,

m(f) =
0, |f|l>m,

1— ma f < T,
p={te M

0, |f| > .
Fiir die Fourierriicktransformierte des Rechteckssignals erhalten wir mit Hil-
fe der Formelsammlung (Formel Nr. 27)

und

d(

_ sin(27t)

r(t) =

Fiir das Dreieckssignal folgt mit der Formelsammlung (Gleichung Nr. 29)
und unter Verwendung der Dualitdt der Fouriertransformation

it

x(t) o—e  z(—f),
dass

_sin®(—7%t)  sin®(7%)
dit) = w2 w32

Insgesamt haben wir also

 sin(27%)  sin®(7%t)

(t) = r(t) — d(t) =

it w32
(b) e Das Signal ist gerade, denn es gilt
(92 202 e 2 12 qin2 (2
(—t) = sin(—27%¢)  sin”(—7"t) _ sin(2m*t)  (—1)"sin” (1) — ),
—mt 3(—t)2 —mt (—1)2m3¢2

e Als Linearkombination von reellwertigen Funktionen ist x(¢) auch reell-
wertig.

(c) Aus der Parsevalschen Beziehung folgt, dass

B, = [ latofat = [ @nPas = Es

Es reicht somit £ zu berechnen:

[ LN 2T 2
Ea—/R|x(f)|2df—2/0 (;) df—p{g}fzo =3



(d) Der Graph der Funktion h(t) sieht wie folgt aus:

h(t)

—47 —3r —27 - 7T 2 3 47

Daraus kann man ablesen, dass 7' = 37. Formal kann man dies auch wie
folgt zeigen:

h(t+3m) = Y Z(t—3kr+3m)= Y  Z(t—3n(k—1))
k=—oc0 k=—00
= Y E(t—3wk)=h(t), ViER,
k'=—o00

wobei wir die Substitution k¥’ = k — 1 verwendet haben.

(e) Der 0-te Fourierreihenkoeffizient von h(t) ist gegeben durch
1 [ 2 [Tt 2 [2]7" 1
v [ 2 [ (e 2[2]7 -
(f) Aus der T-Periodizitdt des Signals y(t) folgt
yit)=yt+1T), VteR. (1)
Differenzieren beider Seiten in (1) ergibt
y(t)=y'(t+T), VteR,

woraus direkt die 7-Periodizitat des Signals v/(¢) folgt. Fiir die Berechnung
der Fourierreihenkoeffizienten von y/(t) erhalten wir fiir k = 0

e %/o Ju = 7 {y(’f)} - L) - y(0) =0 = 20,

T\, T T
wobei wir die T-Periodizitit des Signals y(t) verwendet haben. Fiir k£ # 0
haben wir
e ikt T
_ / —2mikt
dp = T /0 y'(t)e dt
1 el 2mik [T 4
_ ¢ —2mikt/T / ¢ 727rzkt/Tdt 2
O I TCE @
1 2mik 2mik
= 7 (u(T) = y(0) + == = =<, 3)

wobei wir in (2) partiell integriert haben und in (3) die 7T-Periodizitidt des
Signals y(t) verwendet wurde. Somit haben wir die Identitat
2mik
T

dp, = Ck, Vk € Z,

gezeigt.



3. Aufgabe

(a) Zunéichst bemerken wir, dass

- 18 — =270 A B

hy(0) = . — = . — .
1( ) 6 + 67271'19 _ 6747”9 3 — 67271*10 + 2 + 6727r29
Daraus folgt
24+ 3B = 18,
A—B=-1,

was zu A = 3und B = 4 fiihrt. Somit erhalten wir

. 1 2
1( ) 1— %6—271-10 1+ %6_27”0

Unter Benutzung der Formelsammlung (Gleichung Nr. 73) erhalten wir

hﬂM::<%)zﬂM—%2(—%)namy

Um die zugehorige Differenzengleichung zu bestimmen, bemerken wir zu-
ndchst, dass

200) 18—

E(0) 6+ e 2mil — im0’

Daraus folgt nun
18(0) — e>™2(0) = 62,(0) + > 2, (0) — e*7"2(0).

Nun erhalten wir unter Verwendung der Formelsammlung (Gleichung Nr.
55)
18x[n] — z[n — 1] = 621[n] + z1[n — 1] — z1[n — 2] 4)

und damit das Blockschaltbild

in] 13 O—O® = abl

A

(b) Aus dem Blockschaltbild erhalten wir
1
afn —1]+ zyln — 1] = y[n].

Daraus ergibt sich durch Einsetzen in (4)
182fn] ~ofn—1] = (6yln+1]yln] ) + (yln]— syln—1)) = (sln—1] - cyln—2),
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(©)

was sich vereinfachen lasst zu

18z[n] — x[n — 1] = 6y[n + 1] — zy[n — 1]+ 1y[n —2].

6 6
Unter Benutzung der Formelsammlung (Gleichung Nr. 55) erhalten wir nun
) ) ) 1 )
1852‘(0) o 6_27”02/\7(0) — 6:&(0)627”9 o gg(e)e—%rz@ + 6?)(9)6_47”0'
Dies ergibt
R 18 — 6—27ri9
h2(9) - i —2mi —4mif "
6627”9—%6 2 6+%6 47i0
i) Auf Grund von h[n] = —3, fiir n < —2, ist das System nicht kausal. Man

betrachte nun das beschrinkte Eingangssignal z[n] = o[n]. Das zugehorige
Ausgangssignal ist gegeben durch

ynj= Y (%a[nﬂ . %)a[k] _ f: (%a[n+1 o %)

k=—00 k=0

Fiir n < —1 haben wir

Somit folgt, dass das System nicht BIBO-stabil ist.

ii) Wir haben h[—1] = —2. Daher ist das System nicht kausal. Fiir die BIBO-
Stabilitat bemerken wir zundchst

> Jhn] =2+ n(1/2)".
n=-—o00 n=1
Nun wenden wir das Quotientenkriterium fiir Reihen an, und erhalten

‘(n +1)(1/2)"+
n(1/2)"

I (1+1)1’ 1/2 <1
= lim —)=|= .
n/ 2

n—oo

lim
n—oo

Es folgt, dass die Reihe konvergiert, sodass das System BIBO-stabil ist.



4. Aufgabe

(a) Wir betrachten zunéchst den Fall n = mL, m € Z, und erhalten dafiir

ylmL + N| = y[(m + M)L]

[
= z[m + M| ()
= z[m] (6)
=y[mL], firallem € Z, )

wobei wir in (5) und (7) die Definition des Signals y[n| und in (6) die M-
Periodizitdt des Signals z[n| verwendet haben. Fiir n ¢ {mL : m € Z} ist
auchn+ N =n+ ML ¢ {mL : m € Z}, und deshalb folgt unmittelbar aus
der Definition des Signals y[n|, dass y[n] = y[n + N| = 0 fur allen ¢ {mL :
m € Z} gelten muss.

Wir wahlen z[n| = 1, fir n € {0, 1,2}. Damit erhalten wir y[0] = z[0] = 1,
y[2] = z[1] = 1, y[4] = z[2] = 1 und y[1] = y[3] = y[5] = 0. Der Graph des
6-periodischen Signals y[n| sieht also im Bereich n € {0,1,...,5} wie folgt
aus:

y[n]
1

o 1 2 3 4 5

Wir betrachten nun ein allgemeines M-periodisches Signal z[n|. Die DFT
y[k] des Signals y[n] ist
glk] = Z y[n]e—kan/N
n=0

— y[mL]ef%rikmL/(ML)

_ x[m]€72ﬂ'ikm/M

z[k], furallek € Z.
Da z[k] M-periodisch ist, ist y[k| die periodische Fortsetzung von z[k|.

(b) Wir betrachten das 3-periodische Signal z[n| gegeben durch z[n| = cos(27n/3).
Mit Hilfe von Gl. 88 in der Formelsammlung erhalten wir

2[k] = 3/2(6[k — 2] + 6[k — 1)), firk=0,1,2. (8)
Folglich ist das Signal y[k] gegeben durch

k 01 2 314 5
glk] |0 13/2(3/2|0]|3/2]3/2
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(c) Es gilt

z[n+ N| = z[n+ N] + z[n + 2N]| 9)
= z[n + N| + z[n] (10)
= z[n|, furallen € Z, (11)

wobei wir in (9) und (11) die Definition des Signals z[n| und in (10) die (2V)-
Periodizitdt des Signals z[n| verwendet haben.

Wir wéhlen nun z[n| = 1, fir n € {0, 1,2, 3,4, 5}. Damit erhalten wir z[0] =
z[0]+2[3] = 2, 2[1] = z[1] +2[4] = 2 und 2[2] = 2[2] + x[5] = 2. Der Graph des
3-periodischen Signals z[n| sieht also im Bereich n € {0, 1, 2} wie folgt aus:

2

Wir betrachten nun ein allgemeines (2N )-periodisches Signal z[n|. Die DFT
z|k] des N-periodischen Signals z[n] = z[n] + z[n + N] ist

N-1

2k] =) znje N

(z[n] + z[n 4+ N])e 2mikn/N

1
— Z Z {E[TL + ZN]6—27rikn/N

_ Z x[n + lN]e—27rik(n+lN)/N
n=0

(]

— Z ‘r[m]ef%rikm/N
m=0

]6747rikm/(2N)

= z[2k], furallek € Z. (12)

(d) Wir betrachten nun das 6-periodische Signal z[n] = cos(27n/3). Mit Hilfe
von Gl. 88 in der Formelsammlung erhalten wir

T[k] = 3(6[k — 4] + o[k —2]), furk=0,1,...,5. (13)
Einsetzen von (13) in (12) fiir N = 3 ergibt
z[k] = z[2K]

=3(0[2k — 4]+ d[2k — 2]), furk=0,1,2.



Die expliziten Werte von z[k] im Bereich £ € {0, 1,2} sind somit gegeben
durch:
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