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1. Aufgabe
(a) Die Fouriertransformierte &5( f) kann geschrieben werden als

3 =) +7(f — 20).

wobei d( f) als Summe von zwei Dreieckssignalen dargestellt werden kann:

o~

d(f) = di(f) +di(f — fo),

mit

07 ‘f ’ > f 0-
Das Signal 7( f) ist ein Rechteckssignal der Form

07 ‘f‘ > %fo

Fiir das Dreieckssignal d;(t) folgt mit der Formelsammlung (Gleichung Nr.
29) und unter Verwendung der Dualitdt der Fouriertransformation

_
Cﬁ(f){l fo? ‘f’San

z(t) o—e x(—f),
dass

sin®(—mfot)  sin®(wfot)
m(=t)2fo TSy

d1 (t) =

Die Fourierriicktransformierte von 7(f) folgt direkt aus der Formelsamm-
lung (Gleichung Nr. 27):

sin(m fot)
Tt

r(t) =

Schliesslich erhalten wir mit der Frequenzverschiebungseigenschaft der Fou-
riertransformation (siehe Formelsammlung, Gleichung Nr. 3)

.. 92 .
: t) o sin(m fot)

) = (1 2mifot s (7Tf0 5mifot )
6(0) = (1 o) R0 ¢ ifo SR



(b) Es ergibt sich folgendes Schaubild:

+ > + + f

=2f —3f ~ho —th O e S 3 2D

(c) Ausder Vorlesung wissen wir (siehe Kapitel 7 im Skriptum, Abtasttheorem),
dass kein Aliasing entsteht, falls

1
? 2 2fg>

gilt, wobei f, die Bandbreite des abgetasteten Signals ist. Aus Teilaufgabe
(b) ist ersichtlich, dass z(t) Bandbreite f, = f; hat. Somit ist die die grosst-
mogliche Abtastperiode 7' = 5.

(d) Aus der Vorlesung ist bekannt (siehe Gleichung (79) im Skriptum), dass ein
LTI-System genau dann kausal ist, wenn die korrespondierende Impulsant-
wort h(t) folgende Bedingung erfiillt:

h(t)=0, Yt<O.

Die Fourierriicktransformierte von ?LTP( f) lasst sich nun mit Hilfe der For-
melsammlung (Gleichung Nr. 3 und Nr. 27) ermitteln:

(t) _ 6671-z'fot Sin(27rf0t> )

h
TP o

Fir t* = —ﬁ < 0 haben wir
0

hrp(t*) = i% # 0,

™
sodass das LTI-System nicht kausal sein kann.

(e) Fiur T = 1/(2f,) ist die Fouriertransformierte z,(f) des abgetasteten Signals
z,(t) gegeben durch

W=7 3 (1 7)
k=—00

=2fy > B(f —2fok).

k=—o00

Daraus ergibt sich folgender Verlauf von z,(f) im Intervall —3f, < f < 3fo:
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%\,~f

“3fe 26 —fo 0 fo 2fo 350

(f) Die Fouriertransformierte z,(f) muss zuerst um f; nach rechts verschoben
werden, d.h. 7,(f — fo). Danach werden alle Kopien von 2f,Z(f — fo —
2fok) fiir k # 1 herausgefiltert, und schliesslich wird die verbleibende Kopie
2fox(f —3fo) (d.h. diejenige fiir k = 1) um 3 f; zurtick nach links verschoben
und deren Amplitude mit 7 skaliert.

Um das zu erreichen setzen w1r
u(t) — eZm’fOt'

Da somit z1(t) = z,(t)e*™/o! gilt, ergibt sich mit der Frequenzverschiebungs-
eigenschaft der Fouriertransformation (siehe Formelsammlung Gleichung
Nr. 3) die Fouriertransformierte 7 (f) von z;(t) als

fl(f) = aj\a(f - fO)
Die Fouriertransformierte 75 ( f) von z,(t) ergibt sich zu
m(f) = ﬁ( D)
= h(f)Za(f = fo)-

Es werden somit alle Kopien 2/, Z(f — fo — 2fok) fiir & # 1 herausgefiltert
und es verbleibt lediglich die Kopie 2f,Z(f — 3 /o) (das heisst diejenige fiir
k = 1). Somit erhalten wir

To(f) = 2fo@(f — 3fo)-
Setzen wir nun

1 .
v(t) = _676711‘]"0157
=35
so ergibt sich die Fouriertransformierte y( f) von y(¢) (durch erneute Anwen-

dung der Frequenzverschiebungseigenschaft der Fouriertransformation, sie-
he Formelsammlung Gleichung Nr. 3) als

y(f) =22(f = fo)
= Z(f)-
Damit gilt y(t) = z(t).



2. Aufgabe

(a) Esgilt
pt+T)= > any(t+T)—nT)= > ayy(t—(n—1)T)
= Z Q41 y(t — kT),
k=—o00

wobei wir die Indexsubstitution £ = n — 1 benutzt haben. Ferner haben wir,
nach Voraussetzung,

o0

w(t) = Y opy(t—kT).

k=—o00

Mit Hilfe eines Koeffizientenvergleichs ist es nun ersichtlich ist, dass
Qg1 = ag, k€7, (1)

eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dass fiir jedes beliebige y(¢) die Iden-
titat

z(t+T)=uz(t), teR,

gilt. Schliesslich bemerken wir, dass (1) bedeutet, dass die Koeffizienten kon-
stant in k& sind, d.h.

ap =7, keL,

flir ein v € R.
(b) Es ergibt sich folgendes Schaubild:

()

A

=37 =27 =T T 2T 3T

(c) Die Nicht-linearitat
z(t) = max{0, z(t)}

setzt die negativen Werte des Signals z(¢) zu Null. Somit hat z(¢) folgendes
Schaubild:



. > 1
=37 2T =T T 2T 3T

Aus dem Schaubild ist ersichtlich, dass z(t) 27-periodisch ist. Fiir die Be-
rechnung der Fourierreihenkoeffizienten von z(t) erhalten wir fiir k = 0
1 [T 1 (T

1
— Hdt = — [ 1dt = =.
o7 ), *W 2

“ ~or

Fiir £ # 0 haben wir

I 2mikt/(2T) | ikt/(2T)

= — te™ s dt - —27me dt
* 2T/0 2(t)e 2T/06
=T

= L2 ey | L g ey

2T | 2mik o 2mik

1
= —(=1)").

5oL (=1)7)

Somit ergibt sich

,  wennk =0,

N[ =

¢k = | =, wenn k ungerade, ()

K
0, sonst.

(d) Mit Hilfe der Parsevalschen Beziehung fuer periodische Signale berechnen
wir die Energie von z(t) gemaéss

T

Ee Y Jl o /2T| (Pt = = [ 1ar=1
= C = — z = — —- .
= e 2T J, 2

Ferner gilt

lim — =0
\k\linoo mik ’

sodass wir mit Hilfe von (2) schlussfolgern konnen:

G = lim ¢, =0.

|k|—o0

(e) Mit Hilfe von Teilaufgabe (d) wissen wir, dass

(e 9]

>l =5

k=—o00
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Mit Hilfe von (2) ergibt sich nun

oo
= lal=laol+ > lalf

k=—o0 k ungerade
1
T4 + T2 k:2
k ungerade
1
Z Z k2’
kel

wobei I = {k € N | k ungerade}. Umformen des letzten Ausdrucks ergibt
nun die gewiinschte Identitét

1 2
Y e

kel



3. Aufgabe

(a) Durch Faktorisieren des Nenners von /() erhalten wir

i (0 63
1(0) = 9 _ Bp—2mif _ Lo—dmi0
2 6
7
T 1 _ 5 —2mi6 _ 1 —4mif
1= g5e 54 €
7

(1 _ %6—27ri0)(1 + %86_27ri9) ’
Wir fiihren nun Partialbruchzerlegung gemaéss
o A B
hy(0) = _ '
1( ) 1 — %6727”9 1+ 1_186727719
Al + e ™) + B(1 — ze2™)
(1 _ %672w19)<1 + 1_186727”0)

durch. Koeffizientenvergleich ergibt
A

A+B=T, und 3

= A =68
— 6B+B=7
— B=1,A=6

—_

und damit

. 6 1
hi(6) = — 4 —
1< ) 1 — %e—zme 1 + 1L86—27r19

Mittels Formelsammlung (Gleichung Nr. 73) erhalten wir die Impulsantwort

haln] = 6 (%)na[n] + (—1—18>n0[n].

(b) Aus der Definition des Frequenzgangs von H;

. 9(6) 63

hu(0) = #(0) ~ 9— Be2mib — Lo—imio

folgt

- ~ ) —2mi0 1 —4mi0

632(60) = 99(0) — 5e*""§(0) — g g (6).
Mittels Formelsammlung (Gleichung Nr. 55) erhalten wir die Differenzen-
gleichung
5 1
63z[n] = 9y[n] — Syln —1] — Zy[n —2].

Durch Umformen ergibt sich die Differenzengleichung

y[n] = Tz[n] + %y[n 1]+ 5—14y[n —2].
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(©)

(d)

(e)

Das Blockschaltbild 1dsst sich aus der Differenzengleichung ermitteln.

l - y[n]

— ®
L1
< . 5 |,
18

Aus dem Blockschaltbild erhalten wir folgende Differenzengleichung
] + goln = 1= Zafn — 1] = Jyln = 1+ 5yl — 2 = gl
TN 4:1;71 5xn 2yn 3yn =yn|,

welche umgeformt

1 1 1
man] + opaln =1 = yln] + gyln —1] = gyln — 2]
ergibt. Nun erhalten wir unter Verwendung der Formelsammlung (Glei-
chung Nr. 55)
1

: 1, 1,
z(0) <7r + %6_27”0) = 7(0) (1 + 56_27”9 - 56_47”0)-

Da H, ein LTI-System ist, gilt
v _+
= = hy(0
£/L‘\< 0) 2( )7
sodass wir folgenden Frequenzgang erhalten:

1 —2mif
~ T+ 55€

ha(0)

1 + %6727%9 _ %6747”'0'

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass LTI-Systeme durch Faltungen beschrie-
ben werden. Fiir die Losung der Aufgabe sind somit zwei Impulsantworten
hs[n] und hy[n| fiir die Systeme

(Hsz)[n| = (z * hg)[n], n€Z,
und
(Hyz)[n] = (z % hg)[n], n€Z,
gesucht, die die jeweiligen BIBO-Stabilitdts- und Kausalitdtseigenschaften

erfiillen. Hierbei verwenden wir folgende beiden Charakterisierungen (sie-
he Kapitel 8 im Skriptum):

- Wenn Y 7 |h[n]| < oo, dann ist das zeitdiskrete LTI-System BIBO-
stabil.

- Ein zeitdiskretes LTI-System ist kausal dann und nur dann, wenn h[n] =
0, fiir alle n < 0.



Setzen wir nun

und
haln] =én+1], neLZ,

ist ersichtlich, dass beide Systeme Hs und H, BIBO-stabil sind, da

e} o0

S fhslnll = 3 Jhanl] = 1< o0

n=—0oo n=—oo

gilt. Ferner sehen wir, dass hs[n| = 0, fiir alle n < 0, (H3 ist somit kausal)
jedoch hy[—1] = §[0] = 1 # 0 gilt (H, ist somit nicht kausal).

(f) Falls H5 linear wire, wiirde es folgende Eigenschaft erfiillen:
(Hso2)[n] = a(Hsz)[n], n €7,

fiir alle zeitdiskreten Signale z[n| und alle komplexen Zahlen o € C. Wenn
wir nun z[n] =1, n € Z, und o = —1 setzen, sehen wir, dass

(Hsax)[n] = | — 2] = 1 # —1 = —|z[n]* = a(H52)[n], n€Z,

gilt. Somit folgt, dass das System H; nicht-linear ist.



4. Aufgabe

(a) Esgilt
N-1
il = 3 ylner 2y

n=0
-1 N-1

_ Zy[n]e—2mnk/N+y[l]e—2wzlk/N+ Z y[n]e—27rmk/N
n=0 n=I[+1
-1

_ Zﬁ[n]e_%mkﬂv—i—( [l]+5 27rzlk:/N+ Z 27rz'nk/N
n=0 n=I[+1
N-1

x[n]e’Q’ri"k/N + ge2miR/N — z[k] + g 2mURIN e {0,...,N — 1},

o

was die gewiinschte Identitdt beweist.
(b) Mit Hilfe des Ergebnisses aus Teilaufgabe (a), d.h.

glk] = 2[k] + ee N ke {0,...,N -1},

ergibt sich die gewiinschte Identitidt durch direktes einsetzen:

N-1 ) N—1 )
k=0 \ k=0
N-1 )
= ‘5’2 e—27‘rilk/N

N—-1
2> 1= le|VN.
k=0

(c) Wir berechnen die 2N-Punkt DFT g[k|, k£ € {0,...,2N — 1}, von y[n], n €
{0,...,2N — 1}, zundchst an den geraden Stellen, wobei wir die aus der
Vorlesung bekannte Notation wy = ¢~2"/" verwenden:

2N—-1 N-1
~ n n n+N
g2k = Y ylnlwit = D ylnluiy + Z [+ Ny
n=0 n=0
N-1 N-1
= ) wnjwiy + Wiy Y xln]win', (3)
n=0 n=0

wobei wir im letzten Schritt die Definition von y[n| benutzt haben. Nun be-
merken wir, dass

wgﬁfvn _ e—27ri(2kn)/(2N) _ 6—27ri(kn)/(N) _ wéfvn

und

wgéch 6—27rz(2kN)/(2N) _ 6—27r2k -1
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gilt, sodass (3) zu folgender Identitat fiihrt:

J2k] = Z_: z[n]wht + Z_: z[njwht = 23[k], ke€{0,...,N —1}.

Fiir die ungeraden Stellen ergibt sich analog

2N -1 N—-1
~ 2k+1)n 2k+1)n 2k+1)(n+N
g2k +1] =Y yhlwse ™" =3 ylnjwiy T+ Y yln + Nwiy T
0 n=0 n
1

=

Il
o

n=
N—

N-1
(ittin | Qk+1)N Wt
znjwsy zn

n=0

n=0

Nun bemerken wir, dass

wé%ﬁ—l)N _ 6—27ri(2k;+1)N/(2N) _ e—m(2k+1) =1,
sodass
N-1 N-1
g2k +1) = 3 )" - 3 sl =0, kedo,...,N—1}.
n=0 n=0

Damit erhalten wir

. 221k/2], wenn k gerade,
k] 4 200072 g

0, wenn k ungerade.

In dieser Teilaufgabe ist die Kernidee, die DFT-Summe

N-1

> alnlwy

n=0
in gerade und ungerade Stellen aufzuteilen. Hierbei verwenden wir wieder-
um die aus der Vorlesung bekannte Notation wy = e~2"/" . Es ergibt sich

N-1
z[k] = Z z[n|wht = Z z[n)wh + Z
n=0 n gerade n ungerade
N/2—1 N/2—1
_ Z kQT + Z 27” +1 27"—4-1)
r=0
N/2-1 N/2 1

_pz kT‘i‘quz

wobei wir im letzten Schritt die Definition von z[n| verwendet haben. Nun
bemerken wir, dass

w]2\[ _ e*47Ti/N _ efQﬂi/(N/2) = Wn/2

ist, welches zu
N/2—1 N/2—1

J=p Z WN/2+WNQ Z WN/2

11



fithrt. Aus der Formelsammlung (Gleichung Nr. 87) erhalten wir nun, dass

R N N
#lk) = Z=0jalk] + wh Lo alK,
wobei der Einsimpuls ¢/, die Periode N/2 besitzt. Schliesslich bemerken

wir, dass
wh =e" =1

und

N/2 _

Wy —2mi(N/2)/N _ e—m’ —

€ )

gilt, sodass wir folgende Form fiir die DFT & von z erhalten:

\

S(p+q)
0 N
T
A 0
T = <
X(p—q)
0 N
5
0

12



