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1. Aufgabe

(a) 1i. Esgilt
w(t) = (wo * zg)(t),

wobei

To(t) = sin(207t) .

it

Das Spektrum des Signals x((t) ist gegeben durch (s. Gleichung Nr. 27
in der Formelsammlung)

Zo(f)
1

~10 10 JHz]

Das Spektrum des Signals z;(t) = x3(t) ist nach dem Faltungstheorem
gegeben durch 2 (f) = (Zo * Zo)(f) als

&1 (f)
20

) 5 /1H

Damit ergibt sich das Spektrum des Signals z(¢) nach dem Faltungstheo-
rem als Z(f) = Zo(f)Z:1(f) geméss folgender Darstellung

z(f)
20
10 10 - fIHz]




ii. Wir rufen in Erinnerung, dass

;{x(.) i 5<._%>}(f)=fs Z B(f —kf) =15 Z f—15k).

k=—o00

Das Spektrum des Signals ¢(¢) ist somit gegeben durch

a(f)
1 1 1 1 1 1 H
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Der grosstmogliche Wert von fj, fiir den

9(f) = 15.2(f) fur [f] < fo,
gilt, ist somit f, = 5Hz.
(b) Betrachten Sie das Problem im Frequenzbereich. Zunichst stellen wir fest,
= h(0) ()

dass
/ h(t)dt = / h(t)e 2 It qt
—0o0 —0o0 F=0

gilt. Dies bedeutet, dass die Abtastrate so gewihlt werden muss, dass man
lediglich h(0) perfekt aus den Abtastwerten rekonstruieren kann. Insbeson-
dere diirfen wir Aliasing haben solange garantiert ist, dass /(0) perfekt re-
konstruiert werden kann. Da das Signal i(t) Bandbreite B hat und insbeson-
dere H(B) = ﬁ(—B) = 0 gilt, kdnnen wir mit einer Rate von fy > fmin = B
abtasten ohne an der Stelle f = 0 Aliasing zu verursachen (siehe Abbildung
unten).
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Wir tasten nun ab gemaéss

m(t) = h(t) Y 5<t_ f:in> B nz_:ooh<f:m

n=—oo

>5< fmm> Z h 6<t_fmm)

wobei wir h,, = h(5"-) gesetzt haben. Anwendung der Four1ertransformat1—

on liefert nun
o
= E hn€_27rif frzin .

n=—oo
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An der Stelle f = 0 ausgewertet erhalten wir

m(0) = > hy.

Mit m(f) = fmin Qe o B(f — k fimin) folgt nun dank (x), dass
/ h(t)dt = fl. > ha,

d.h., das gesuchte Integral ist lediglich eine skalierte Summe der Abtastwer-
te.



2. Aufgabe

(@) Zur Berechnung der STFT von y(t) bemerken wir zundchst, dass

y(t) = x(t — tg) cos(2m fot)
= 5(ur(t) +u-(t))
gilt, wobei wir
u(t) = x(t — to)eF2mifo!

gesetzt haben. Da die STFT linear ist, erhalten wir
F;U(T7f) = %(F11U+(Taf) + F;U,(Taf))'

Des Weiteren ist

Fr (T, f)= /_ us ()w* (t — 7)e 2™ tdt

oo
o0

— / x(t — to)w*(t — T)e_zm(fif())tdt

oo
o0

= / c(t)w* (t — 7 4 to)e 2 tH0) gy

[e.9]

— e 2miUER0 P _ g f 4 ).

Daraus ergibt sich durch Einsetzen in (1)

(1)

Fw(T f) _ 1 —27rzfto( —27rzf0t0Fw(7_ o tO f+ f()) QWifotoF;u(T —to,f o fO))

(b) Zunachst setzen wir
z(t) = w(t)w™(t — 1),

und bemerken, dass

zZ(f) = /_OO 2 (t)e 2™t

[e.9]

—/ z(H)w*(t — 7)e ™t

= (7. f)

gilt. Damit erhalten wir

= /_ : /_ Z EY (1, fo(t — 7)e*™ Tt drdf
= /_Z (/_Z éf(f)e%iftdf)v(t —7)dr

_ /_ T (Bt — 1)dr

— () /_OO w(t — 7)ot — 7)dr
— () /_ T (Fy(r)dr



(©)

Es ist also genau dann y(t) = z(t), wenn

/ﬁw%ﬂwﬂm:ﬂ

gilt.
Wir setzen wieder
2 (t) = z(t)w*(t — 1)

mit dazugehoriger Fouriertransformierten

Z(f) = ES (7 f)-

Die Energie F kann nun wie folgt berechnet werden:

Ez[i[i%%jﬂﬂf
- [ ([ ieanpar)ar
= [ lelpar
= [ lerlpar
~ [T wtop( [ tute - npar)a
= [T wtop( [ werrar )ar

= [l2][*[lwl]*,

wobei wir die Parsevalsche Beziehung ||Z,]|* = ||z, ||* verwendet haben.



3. Aufgabe

(@) i

1.

1ii.

h[n] = 0, fiir n < 0, weil das System geméss Angabe kausal ist. Fiirn > 0
benutzen wir, dass

hin| = ad[n] — bh[n — 2],

und berechnen h[n]| wie folgt:

R[0] = a,
h[1] =0,
h[2] = —bh[0] = —ab,
h[3] = 0,
[4]

Die Impulsantwort h[n] ist somit gegeben durch

0, n <0,
hn] = a, n =20,
a(=b)*, n =2k, k>0,
L0, n=2k+1, k>0.
Ein zeitdiskretes LTI-System ist geddchtnislos, wenn h[n] = 0 fiir alle

n € Z \ {0}, sonst wird es als geddchtnisbehaftet bezeichnet. Die Impul-
santwort des vorliegenden Systems ist gegeben durch,

0, n < 0,
=0
h[n] — a7 n )
a(=b)*, n=2k k>0,
L0, n=2%+1, k>0.

Das System ist somit geddchtnisbehaftet, wenn b # 0.

Ein zeitdiskretes LTI-System ist BIBO-stabil, wenn jedes beschrdnkte
Eingangssignal z[n] zu einem beschrankten Ausgangssignal y[n| fiihrt.
Eine hinreichende Bedingung fiir BIBO-Stabilitatist >~ |h[n]| < cc.
Damit ist das System fiir || < 1 BIBO-stabil, weil

S bl =a+ > alplf = 1_“|b| < .
k=1

n=—oo




(b)

1.

Um tiber Stabilitat fir [b] > 1 zu entscheiden, schreiben wir zunachst
die Fingangs-Ausgangsbeziehung des Systems mit Hilfe der eben be-
stimmten Impulsantwort wie folgt

_ax —|—Z n—2k:]

Diese Darstellung wird nun verwendet um zu zeigen, dass das System

fur || > 1 nicht BIBO-stabil ist. Konkret zeigen wir, dass das beschrank-

te Eingangssignal

1, n=0mod4,

zn] =
0, sonst,

zu einem Ausgangssignal fiihrt, welches fiir n = 4m, m € Z, unbe-
schranktist, d. h.,

y[4m] —a+z x[dm — 2k| —a—l—z —a+a§:|b|ﬂ:
=1

=1
|2l

da die geometrische Reihe  ,°, |b|* wegen |b| > 1 divergiert.

. Wir beweisen die Linearitidt des Systems durch vollstdandige Induktion.

Der Induktionsbeginn n = 0 folgt aus

yl0] = «[0],

was zeigt, dass die Eingangs-Ausgangsbeziehung zum Zeitpunkt n =
0 fiir alle ¢ € R linear ist. Die Induktionsvoraussetzung ist, dass das
System zum Zeitpunkt n — 1 linear ist, d.h,, fiir alle a, b, c € R, fiihrt das
Eingangssignal ax[n — 1] + bxs[n — 1] zum Ausgangssignal ay,[n — 1] +
byz[n — 1], wobei y;[n] die Antwort auf x;[n] ist und ys[n] die Antwort
auf z,[n]. Es gilt nun zu zeigen, dass aus der Induktionsvoraussetzung
Linearitdt zum Zeitpunkt n folgt, d. h., fiir alle a,b,c¢ € R, fiihrt das
Eingangssignal az;[n| +bxs[n| zum Ausgangssignal ay, [n] + bys[n]. Dazu
verwenden wir,

]
y[n] = cny[n — 1] + a(y1[n] — enyi[n — 1]) + b(y2[n] — cnya[n — 1)),
y[n] = ayi[n] + bya[n] + en(y[n — 1] — ayi[n — 1] — bys[n — 1]),
y[n] = ayi[n] + bya[n],

wobei in der letzten Gleichung die Induktionsvoraussetzung verwendet
wurde.

Fiir ¢ = 0 folgt die Zeitinvarianz direkt aus y[n] = z[n]. Fiir ¢ # 0 ist das
System zeitvariant. Dies zeigen wir an Hand eines Beispiels wie folgt.
Man betrachte das Eingangssignal z[n] = 1, fir n = 0,1, und z[n] = 0
furn € N\ {0, 1}. Dies fiihrt zu

yl0] = =[0] = 1,
y[1] = cy[0] + z[1] = c + 1.

N



Wenn wir z[n] nun um eine Einheit nach rechts verschieben, d.h., das
Eingangssignal Z[n] = 1, fur n = 1,2, und Z[n] = 0 fir n € N\ {1,2}
betrachten, dann erhalten wir das zugehorige Ausgangssignal

Eine notwendige Bedingung fiir Zeitinvarianz ist §[2| = y[1]. Diese Be-

dingung ist fiir ¢ # 0 nicht erfiillt. Daraus folgt nun, dass das System
nur fiir ¢ = 0 zeitinvariant ist.



4. Aufgabe

(a) Da
oln] = aln —2),
wln] = _WMwﬁim—m»

reellwertig sind, gilt Re{c[n]} = v[n],Im{c[n]} = w[n], und somit (s. Glei-
chungen 85 und 86 in der Formelsammlung)

o] = 5 elk] + &[],
K] = 52 (6K — &T-H).

Durch Anwendung von Gleichung 77 in der Formelsammlung erhalten wir
f}[k‘] — 6_4Mk/NZi‘[kZ],
und somit
A _ 1 4Amik/N [ A Ak
zlk] = 5¢ (c[k:] + ¢ k]),
A _ 1 Ami/N [ 4 Ak
#1) = e (0[1] +e [_1]).

Um ¢[1] zu bestimmen, verwenden wir Gleichungen 81 und 88 in der For-

melsammlung:
. L - N
wlk] = o (Clk] — &*[=k]) = —-(3[k + 1 = N] + o[k — 1])g[K],
und somit
o Logefl] = e [—1]
=7y (5[2 — N+ 1)'
Wenn N = 2, dann gilt
R ¢[1] — e -1
gy = W=
Sonst, d.h., fiir N > 2, erhalten wir
. cll] —c -1
gy = =

(b) i. Wir verwenden die folgende trigonometrische Identitit

cos(2x) + 1
5 :

Damit schreiben wir das Signal z[n] gemass:

cos?(z) =

z[n] = 10 cos (%) +10.
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Dies fiihrt nun zur Darstellung
1 27 9p, 2n(8_2)n
zn] = 5e’F + pe~ % —1—10—8(4068 + 403 +80>,

woraus wir die 8-Punkt DFT gemass (80, 0, 40, 0, 0, 0,40, 0) ablesen kon-
nen.

ii. Wir benutzen Gleichungen 68 und 69 in der Formelsammlung, und fol-
gende Gleichung aus Teil (i)

z[n] = 10 cos (7; ) + 10.

Dies ergibt

#(0) =5 i S(O+1/4—k)+5 i §(0—1/4—k)+10 i 5(6 — k).

(c) Wir berechnen 7, k] wie folgt:

—-1N-1

fxy § § 6 —2min/N .

n=0 m=0
Nun setzen wir [ = m — n, und schreiben damit die Gleichung gemaéss

m—N+1N-1

rAxy Z Z 727rzm l)/N

I=m m=0

um. Andern der Summationsreihenfolge ergibt

N-1 m—N-+1
Try [k] § 72mm/N § 2ml/N.
m=0

Da y[n] und e?™"/N N-periodisch sind, kénnen wir die letzte Gleichung wie
folgt umformen

2

fxy [/{3] _ .2? —2mm/N Z y 27ril/N‘

3
IS

Daraus folgt schliesslich
Tay k] = K1Y (K]
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