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Bitte beachten Sie:

e Priifungsdauer: 180 Minuten

e Erreichbare Punkte: 100

o Als Hilfsmittel wéahrend der Priifung ist die Formelsammlung
erlaubt, die Sie von uns erhalten. Die Benutzung von Rech-
nern/Smartphones/Tablets jeglicher Art ist nicht gestattet.

e Bei jeder Losung muss der Losungsweg klar nachvollziehbar sein. Un-
leserliche oder unklare Darstellung der Ergebnisse fithrt zu Punkteab-
zug.

e Aufgabenteile, die mit einem % gekennzeichnet sind, kénnen unabhéng-
ig von vorhergehenden Aufgabenteilen gelost werden.

e Schreiben Sie auf keinen Fall mit roter oder griiner Farbe. Sie diirfen Blei-
stifte verwenden.

e Wir weisen Sie darauf hin, dass Studierende bei unehrlichem Handeln
wiahrend der Priifung den Strafnormen der Disziplinarordnung RSETHZ
361.1 der ETHZ unterstehen.

Vor der Klausur:
1. Dieses Angabenheft hat 6 nummerierte Seiten (inklusive dieser). Kon-
trollieren Sie bitte sorgfaltig, ob Sie alle Seiten erhalten haben.
2. Tragen Sie in die Felder unten auf dieser Seite IThren Namen und Ihre
Legi-Nummer ein.
3. Legen Sie einen Ausweis zur Personenkontrolle bereit.

Wihrend der Klausur:

4. Schreiben Sie die Losungen ausschliesslich auf die bereitgestellten leeren
Blitter. Sollten Sie mehr Papier benétigen, erhalten Sie weitere Blitter.

Nach der Klausur:
5. Beschriften Sie jedes Losungsblatt mit [hrem Namen. Tragen Sie die Legi-
Nr. und Thren Namen auf dieser Seite ein und unterschreiben Sie. Alle
Aufgabenblitter miissen abgegeben werden.

Nachname: .................... Vorname: ........ccouveunn...

Unterschrift: . ..ooo e e e e



1. Aufgabe (25 Punkte) Gegeben sei ein analoges, lineares, zeitinvariantes System
mit Impulsantwort /(¢) und zugehoriger Eingangs-Ausgangsbeziehung

y(t) = (zxh)(t) = /OO x(T)h(t — 7)dT.

o0

Des Weiteren sei f; € R mit f, > 0 und

; 2mi(f/ fo)
" T

die Fouriertransformierte von h(t).
% (a) (6 Punkte) Bestimmen Sie A(t).
(b) (5 Punkte) Ist das System BIBO-stabil? Begriinden Sie Ihre Antwort.
% (c) (8 Punkte) Ist das System geddchtnislos? Begriinden Sie Ihre Antwort.
(d) (3 Punkte) Ist das System kausal? Begriinden Sie Ihre Antwort.

% (e) (5 Punkte) Berechnen Sie die Sprungantwort a(t) = (o * h)(t) des Systems,
wobei

1, furt>0

t f—
o(t) {0, fiirt < 0

die Sprungfunktion ist.

% (f) (3 Punkte) Berechnen Sie die Antwort y(t) = (z * h)(t) des Systems auf fol-
gendes Eingangssignal:

x(t)

1, furT <t<2T
1 x(t):{7 ur = =

0 sonst,

mit 7" > 0.



2. Aufgabe (25 Punkte) In dieser Aufgabe befassen wir uns mit dem Konzept der
Fensterung fiir zeitdiskrete Signale, welches reflektiert, dass in der Praxis Signa-
le z[n] nur tber eine endliche Zeitdauer gemessen werden konnen. Dies wird
mathematisch durch die Anwendung eines Zeitfensters gemaéss

y[n] = z[n]w[n],
beschrieben, wobei hier
1—-ol o <n<oMm
win] = { 2k == (1)

0, sonst,

das sogenannte Bartlett-Fenster ist.

% (a) (9 Punkte) Bestimmen Sie w ().
% (b) (7 Punkte) Bestimmen Sie

/ (0 o

. (TN
zn| = sm(;),
und fiir w[n] gemdss (1) mit M = 1.
* (¢) (9 Punkte) Nun betrachten wir das Rechteckfenster

fir das Signal

1, - M<n<<M
wln| =
0, sonst.

Bestimmen Sie

fiir z[n] = (

1, firn>0
o(n) = i}
0, flrn <D0.



3. Aufgabe (25 Punkte)

Ein zeitdiskretes endlich-dimensionales Filter ist durch die Ubertragungs-
funktion

()

ik — 1, k=0,1,...,N/2—1
10, k=N/2,N/2+4+1,...,N—1

gegeben, wobei NV € N gerade ist.

% (a) (2 Punkte) Berechnen Sie die zugehorige Impulsantwort

tiir allgemeines gerades N € N.

(b) (3 Punkte) Skizzieren Sie die Impulsantwort fiir N = 4. Stellen Sie Realteil
und Imagindrteil der Impulsantwort getrennt dar.

% (c) (5 Punkte) Stellen Sie die Anwendung dieses Filters, d.h., die Operation

N-1
ylnl = ) hlllzln — 4]
=0
in Matrix-Vektor Form gemaéss
y = Hx
dar, wobei
y[0] z[0]
1 x|l
y = /M , X= | , HeCVN.
yIN =1 Z[N —1]

Geben Sie die Matrix H als Funktion von h[n|, n = 0,1,..., N — 1, fiir allge-
meines h[n] an.

(d) (5 Punkte) Bestimmen Sie den Rang der Matrix H fiir allgemeines gerades
N und h[k] gemadss (2).

(e) (5 Punkte) Bestimmen Sie die Dimension des Nullraumes N (H) fiir H ge-
maéss Teilaufgabe (d).

(f) (5 Punkte) Geben Sie ein Signal im Nullraum von H an, wobei H gemadss
Teilaufgabe (d) ist.



Aufgabe (25 Punkte)

Diese Aufgabe befasst sich mit der sogenannten Parallelogrammgleichung. Eine
Norm || - || auf einem linearen Raum FE tiber R erfiillt die Parallelogrammg]lei-
chung, wenn gilt

lz + yll* + llz = yll* = 2(ll«]* + lylI*), Yz,y € E. 3)

% (a) (12 Punkte) Es sei H ein Hilbertraum zusammen mit seinem inneren Pro-
dukt (-, -) 7 und der zugehorigen induzierten Norm

i.

il.

iii.

|z||g = V/{(z,x)g, Vx € H. 4)

(2 Punkte) Geben Sie ein Beispiel an fiir einen solchen Hilbertraum zu-
sammen mit dem zugehorigen inneren Produkt und der resultierenden
induzierten Norm.

(3 Punkte) Beweisen Sie, dass die Norm || - ||z geméss (4) die Parallelo-
grammgleichung (3) erfiillt.

(7 Punkte) Beweisen Sie die Parallelogrammgleichung fiir n Elemente
T1,...,%, € H fur die Norm || - ||y gemadss (4):
2

n n
> H Z&wi L= 2”2 |21
i=1 i=1

Hinweis: Entwickeln Sie zundchst die linke Seite unter Verwendung von

n 2 n n
| > en], = (S e em),
=1 =1 j=1
und beweisen Sie, dass fiir i # j gilt

Z €i€j = 0. (*)

(E1yes8n) € {—1,+1}7"

Beachten Sie hierbei, dass die Summe (x) iiber alle 2" Folgen {—1,+1}"
genommen wird und 2" notwendigerweise eine gerade Zahl ist.

% (b) (13 Punkte) Wir sind nun am Beweis der folgenden Aussage interessiert.

Theorem 1. Wenn ein normierter linearer Raum (E., || - || g) iiber R die Parallelo-
grammgleichung (3) erfiillt, dann konnen wir E mit einem inneren Produkt (-, )
ausstatten, so dass

(w,2)p = ||z]|, Vo € E.

Konkret betrachten wir den Kandidaten (-, -) definiert als

1
(w.y) = 7z +ylz = e = ylz), Yo,y € E. ®)

5



Anmerkung: Fiir lineare Riume iiber R nimmt die konjugierte Symmetrie Eigen-
schaft die folgende Form an

i.

1.

1ii.

<:L‘7y> = <y7‘r>7 vx7y E E‘

(3 Punkte) Beweisen Sie, dass (-,-) in (5) die folgenden Eigenschaften
besitzt:

o (r.2) = |lz|f, Vo€ E;
e Definitheit: (z, z) = 0 impliziert x = 0;
e Symmetrie: (z,y) = (y,z), Vz,y € E.

(8 Punkte) Beweisen Sie, dass (-, -) in (5) additiv ist gemdss
<LU1 + x27y> = <.T1,y> + <$2,y>, vxlu'x%y SN

Hinweis: Beweisen Sie zuniichst mit Hilfe der Parallelogrammgleichung (3),
dass

Iz + 22 + 2yl = 2lle1 + ylls + 2llz2 + ylls — llor — 22l
= 2|z + 22 +yllE + 20yllE — llos + 2%,

und

oy + 22 = 2yl = 2[lw1 — yllE + 2llz2 — yllE — 21 — 223
= 2|z + 22 — yll5 + 2yl — o1 + 22l

(2 Punkte) Gehen Sie ohne Beweis davon aus, dass der Kandidat (-, -) in
(5) die Beziehung

(Az,y) = XMz, y), Vo,y € E, VA € R,
erfiillt. Erldutern Sie warum diese Beziehung, gemeinsam mit bereits

gezeigten Aussagen, den Beweis von Theorem 1 abschliesst.

Hinweis: Sie diirfen in diesem Punkt die Eigenschaften in den Punkten (b)i.
und (b)ii. verwenden, auch wenn Sie diese nicht bewiesen haben.



