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1. Aufgabe

(a) Wir schreiben zunichst a(f) = a(f)o(f) mit

a(f) = 2mif
. 1
o) = F ey
Mit Hilfe von Gleichung 24 (fiir a = fj) aus der Formelsammlung erhalten

v(t) = e o (t).

Unter Zuhilfenahme von Gleichung 14 (fiir n = 1) aus der Formelsammlung
folgt
h(t) = 1
(1) = = (1)
d <e’fota(t)>

B dt

= —foe Pla(t) + e '5(t)

= —fo eifotO'(t> + 5(t>

(b) Wir zeigen, dass fiir jedes Eingangssignal z(¢) mit der Eigenschaft |z(t)| <
B < oo, fiir alle ¢, gilt, dass das Ausgangssignal y(t) = (z * h)(t) die Bezie-
hung |y(t)| < 2B, fir alle ¢, erfiillt. Folglich ist das System BIBO-stabil. Es
sei also x(t) so dass |z(t)| < B, fiir alle ¢, gilt. Dann erhalten wir

(1) = \ [ e = yatrar

o0

= ‘/_Z —foe ot — a(T)dr + / Ot —71)x(T)dr

—00

t

< / fo e ()| dr + J(8)]
- |

< B(l—l—efot/ fo efOTdT>

¢
)
(1 + e~ fotefot _ e‘fote_oo>

2B, firallet.

(1 + e fot o for

B
B



(©)

(e)

(f)

Ein gedéchtnisloses lineares zeitinvariantes System muss notwendigerweise
die Eingangs-Ausgangsbeziehung y(t) = ax(t) haben, mit & € C. Nun ist
aber y(t) = (z * h)(t) genau dann gleich ax(¢) fir alle Signale z(t), wenn
h(t) = ad(t) ist. Ein Vergleich mit der Losung aus Teilaufgabe (a) zeigt, dass
dies nicht der Fall ist. Damit ist das System gedachtnisbehaftet.

Das System ist kausal, da

y(t) = /OO h(t — 7)x(T)dr

=— /_OO foe ot — ) (T)dr + /OO O(t — m)x(r)dr

—00

= — /t fo e_fO(t_T)x(T)dT + ()

zum Zeitpunkt t, nur von Werten von z(t) fiir ¢t < ¢, abhangt. Aquivalent
kann man die Kausalitdt tiber h(t) = 0, fiir alle ¢ < 0, argumentieren.

Die Sprungantwort des Systems ergibt sich geméss

a(t) = / ot — Ph(r)dr — / t h(r)dr

_t do(7) i
- S
= v(t)
— e o),
wobei wir h(7) = dv(7)/dr mit v(1) = e /7¢(7) verwendet haben (siehe
Gleichung (1)).

Wir stellen das Signal z(t) zunéchst in der Form z(t) = o(t — T') — o(t — 27)
dar und erhalten damit das zugehorige Ausgangssignal, unter Verwendung
der Zeitinvarianz und der Linearitdt des Systems, gemaéss

y(t)=a(t —=T) — a(t — 27)
= e Dot —T) — e =25t — 2T,

wobei a(t) die Sprungantwort aus Teilaufgabe (e) ist.



2. Aufgabe

(a)

(b)

(©)

Man kann das Bartlett-Fenster w[n| gemdss
wln] = ( *x)[n]

ausdriicken, wobei

x[n]{ﬁ’ “Msns M
0, sonst.
Mit Hilfe von Gleichung 59 aus der Formelsammlung erhalten wir
() = (2(6))*.
Unter Zuhilfenahme von Gleichung 75 (fiir V; = M) aus der Formelsamm-
lung folgt schliesslich

| sin((2M + 1)70) ’
() = 2M +1 ( sin(7) ) '

Die Parsevalsche Beziehung fiir (aperiodische) zeitdiskrete Signale ergibt

> |y[n]|2:/0 19(6)]2d6.

n=—oo

Ausgehend vom gefensterten Signal

yln] = {Sm(%)@ N %> —2<n<2

0, sonst,

berechnen wir y[—2] = 0,y[—1] = —2,y(0] = 0,y[1] = 2,y[2] = 0. Daraus
folgt nun

[ lipao= 3 a3

n=—oo

Die Parsevalsche Beziehung fiir (aperiodische) zeitdiskrete Signale ergibt
1 > S AN
S(ONVI20 — 2 _ o T
[ e =30 =3 (5)" =
Fir y[n] = x[n|w[n| liefert die Parsevalsche Beziehung fiir (aperiodische)

zeitdiskrete Signale

[P = 3 folsnl =3 (§)" = LU

n=-—00 n=0
Schliesslich erhalten wir
1.
6)|2df
im Do WOPAD 1 yopy = 1.
M—o0 fo |2(0)]2d0 ~ M—oe
Je langer das Fenster w[n| ist, desto ndher ist die Energie des gefensterten
Signals an der Energie des Eingangssignals.



3. Aufgabe

(a)
. 1 -1
hln] =+ D hlkePT™H = 7 et
k=0 k=0
1 1— eiQK%(N/Q) 1 1— (_1)71
_N<1_€Tn/]\f _N m y n—O,l,...,N—l.
(b)

11— ()" 1{1-(-1)"
h = | —————— - - N ) 20717273'
[n] 4 ( 1— 62271—2 > 4 < 1 — ¢ei™2 n

hl0] =1/2
1 2 1 1 1 1+ 1142
hll] = - — = == == =—(1+1).
=T~ 31— 3090 -9 2 2 (1+)
h[2] =0
1 2 11 11—2 1

S I A TR A I

Re{h[n]}

1/4

© © n
0o 1 2 3
Jm{h[n]}
1/4]
© n
1 2
—1/4
(c) Zuerst bemerken wir, dass h[n] N-periodisch ist, weil
L N2 » L N
= 7 2rk(" %) — T 7 i2rky 127k

hn+ N] = + ;h[/@]e = 2 h[k]e?™ % ¢ 1 hln].  (2)



Ausgehend von

gmﬂ:z:hMﬂn—d:j:hM—ﬂxM
folgt nun
[ ho] K[ h-N +1]]
S TV h=N+2]|
WN 1] BN-2 ...  ho] |

und dank der N-Periodizitit von h[n| ergibt sich

[ n0] RN —1] il
N 1) R )
WN—1] B[N-2 ... hlo]]

(d) Da die Matrix H zirkulant ist, kann sie in der Form

hlo] 0 0
1 0 h[1] ... 0
0 0 ... h[N-1]

dargestellt werden. Einsetzen der spezifischen Form von h[k] gemiss (2) aus
der Aufgabenstellung ergibt nun

3)




Da Fy eine orthogonale Matrix ist, gilt

rang(H) = rang

(e) dimR(H) + dim N (H) = N. Mit dem Ergebnis aus Teilaufgabe (d) folgt
dim R(H) = N/2, und damit erhalten wir dim N (H) = N — N/2 = N/2.

(f) Aus der Darstellung (3) folgt, dass der Nullraum von H gegeben ist durch
die Signale deren DFT z[k] erfullt

ikl =0, fir k=0,1,...,N/2—1.
Ein Beispiel eines solchen Signals wére

= 0, k=0,1,...,N/2—1
1, k=N/2,N/2+1,...,N—1.



4. Aufgabe

(a) i. H = L*(R),derlineare Raum aller Funktionen z(t) € R, die [*°_2?(t)dt <
oo erfiillen, ausgestattet mit dem inneren Produkt

<amH:[fxwmmw

oo

und der zugehorigen induzierten Norm

Izl = /Oo 2(1)dt.

—00

ii. Fura,y € H gilt
e+ ylli + e —ylll = @+ y, 2+ y)u+ (& -y, 2 —y)u
= (z,2)m +2(x,y)u + (Y, Y)m
+(z, 2)g — 2z, y)mw + (Y, Y)u
=2(x,v)g + 2(y,Y)n
= 2|3 + llyll)-

o~ o~

iii. Furxy,...,z, € H gilt

n 2
2. H > citi
P H

= E E E €€ (T, Tj)

(e1,..s8n) € {—1,41}™ =1 j=1

n
2
= E ( €; x“le%— g 525] xz,x] >

(e1,..s8n) € {—1,41}" =1 1<4,5<n
i#j
n
2
_ el + 3 ( 3 ) (woe))n
(€1,m0en) € {—1,+1}" =1 1<ij<n ™ (e1,..en) € {-1,+1}"

n
=2" |lzillE-
i=1

Hierbei haben wir verwendet, dass es fiir jedes Paar 7, j mit i # j die vier
Moglichkeiten {(¢; = +1,&; = +1),(e; = —1,&; = +1),(&; = +1,¢; =
—1),(e; = —1,e; = —1)} gibt. Insgesamt gibt es 2" (also eine gerade An-
zahl von) Sequenzen in der Menge {—1, +1}" und damit ist ¢,¢; genau
so oft +1 wie —1 was

Z i€ = 0

(51 aaaa 571) € {_17_;'_1}77,

7



impliziert.

®) i e (z2)=i(lz+zli -z —zlE) = 722]% = [l=]%.
Die letzte Gleichung folgt aus der Homogenitidt der Norm ||.| z.
o (1,2) =0 = |jz]|%=0 = z=0.

Hier wurde die Definitheit der Norm ||.|| z verwendet.

o (w,y) = 1(llz+ ol — llz = ylE) = 1(ly + 2% — lly — 2l%) = (v, ).
Hier wurde wieder die Homogenitidt der Norm |.|| g verwendet.

ii. Wir beweisen zuerst die Identitiaten im Hinweis:
|21 + @2 + 2yl|3 + |21 — 223
= (z1+y) + (@2 + )% + 1z +y) — (22 +y)|E (4)
ParGl
2l|lz1 + yll% + 2llz2 + yll%,
und
@1 + 22 + 2y % + |21 + 32|%
= (21 + 22+ y) + Yl + (21 + 22+ y) — vl (5)
Pa'rGl
2(|z1 + z2 + yl| 5 + 2|yl -

Die zweite Gruppe von Identitdten folgt direkt aus der ersten, wenn
man y durch —y ersetzt.

Der Beweis der Additivitat folgt nun gemaéss

(o1 + 22,9) = 7 (o1 + 22+ yll% — llos + 22— yll3)

e + 2 + gl + 2lyl%) - llos + 22—yl + 2lyl3))

(5)

i
q(

8

1 2 2
< (Wl + 2+ 291 + 1oy + 2ll)
= (s + 22 = 213 + Il + wl13))

(|1 + 22 + 2y)|% — |Ja1 + 22 — 2y|%)

((Ilwl 2+ 2% + a1 — 2 3)

ool»—*oom—'

= (21 + @5 = 2y1% + 21 - 2:]13))

/\

(4)
(2llz1 +yllE + 2llwz + yllE — 2o =yl — 2llz2 — ylE)

OOI»—A

= ;l(le +ylle = lle = yllE) + Z(Hf@ +ylls = llv2 = yllE)
= (21, ) + (22,9).



iii. Die Abbildung (-, -) in GL (5) in der Aufgabenstellung ist definit (s. Ei-
genschaft (b)i.), konjugiert symmetrisch (s. Eigenschaft (b)i.), additiv (s.
Eigenschaft (b)ii.), und dank der Annahme in diesem Aufgabenteil auch
homogen und somit ein inneres Produkt. Wir haben £ daher mit einem
inneren Produkt (-, -) ; ausgestattet so dass

(r,2)p = ||$H%Ja Ve e E.



