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1. Aufgabe

(a) DieImpulsantwort erhdlt man, indem man die Eingangs-Ausgangsbeziehung

umschreibt gemass

= /_: o(t —r)e " Tg(r)dr
— / Z h(t — )z (r)dr

und daraus h(t) = e %o (t) abliest.
(b) Das System ist kausal, da h(t) = 0 fiir t < 0.
(c) Das System ist BIBO-stabil, da h € L' dank

/_ |h(t)|dt :/0 e tdt = _Z€_4t = <o

oo 0
(d) Die Antwort des Systems ist gegeben durch
() = (hx 1) (2).

Wir haben nun

(e Mo (t)) * o(t) = /OO e o(r)o(t — 7)dr
h(t) -

o(t) —4t
=0
2-e)
und damit, dank der Linearitdt und der Zeitinvarianz des Systems,
ot _ o(t—2 —4(t—
)= 0y D ey



(e) Wir bemerken zunéchst, dass

xo(t) =4[o(t —1) —o(t —3)] — 3[o(t —5) —o(t — 7)]
=4z (t — 1) — 3z1(t — 5).

Mit dem Ergebnis y, (¢) aus Teilaufgabe (d) folgt nun

yo(t) = (hx 22)(t) = h(t) x (dx1(t — 1) — 3z1(t — b))
=4y (t — 1) = 3y (t - 5).

(f) i Esgilt

1/2 ‘

[E(t)e_QMktdt
—1/2
0

I
o~ T T

. 1/2 ‘
w(t)e 2t + / z(t)e M dt
~1/2 0

0 ) 1/2 '
6—2mktdt . / 6—2mktdt
0

~1/2
1/2

. vz
627mktdt o / 6—27rzktdt
0

1/2
= 22’/ sin(27kt)dt.
0
Damit erhalten wir ¢, = 0 und fiir £ # 0 gilt
9 t=1/2
p— e — 2 pr—
Che (27rk cos( Wkit)) .

= _k(l — cos(mk))

™

0, fir k gerade

2%
7k’

fiir k ungerade.

ii. Die Fourierreihenkoeffizienten von y(t) = (h * x)(t) ergeben sich zu

~

dy = o, h(k), firalle k € Z, (1)

wobei ¢, die Fourierreihenkoeffizienten des 1-periodischen Signals x(t)
aus Teilaufgabe (f)i. bezeichnet. Die Fouriertransformierte h(f) von h(t)

ergibt sich gemass Gleichung 24 aus der Formelsammlung fiir a = 4 als

M) = s

Somit erhalten wir unter Zuhilfenahme von (1) und dem Ergebnis aus
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Teilaufgabe (f)i.

07 fur k=0
b =40, fiir k gerade
m, tiir £ ungerade.



2. Aufgabe

(a)

(b)

(©)

Die Eingangs-Ausgangsbeziehung des Interpolators ist gegeben durch

r|xl, n=LIM/LcZ,
yln] = i
0, sonst.

Zunéchst betrachten wir das System

of) T MMy

Die zugehorige Eingangs-Ausgangsbeziehung ist gegeben durch
yln] = 2fn], n € Z. )
Fiir das System

z[n] yln]

erhalten wir die Eingangs-Ausgangsbeziehung

zln], n={I(M,l€Z,
ylnl = (3)

0, sonst.

Wir stellen fest, dass (2) und (3) fiir allgemeines x[n| nicht identisch sind.
Daraus folgt, dass die Operationen der Interpolation und der Dezimation

nicht kommutativ sind.

Wir setzen

x1[Mn], n € Z,
xo[Mnl, n € Z,

y1[n]
Y2[n]

und betrachten
z[n| = azi[n] + Pas[n]|, o, € R,n € Z.
Das zu z[n] gehorige Ausgangssignal y[n] ist gegeben durch
y[n] = x[Mn] = ax[Mn] + Bas[Mn],
und erfiillt somit
yln] = aya[n] + Bya[n].

Daraus konnen wir nun schliessen, dass der Dezimator linear ist.
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(d) Der Dezimator ist nicht kausal, weil z.B. fiir M = 2, das Ausgangssignal
y[n] = z[2n] fiir gegebenes n von zukiinftigen Werten des Eingangssignals
abhingt.

(e) Wenn |z[n]| < B < oo, fiir alle n € Z ist, dann gilt auch |y[n]| < B, fiir alle
n € 7, weil

r|Xl, n=LIM/ILEZ,
yln] = i
0, sonst,

und das System somit nur Nullen zwischen bestehenden Abtastwerten ein-
fiigt. Das System ist also BIBO-stabil.

(f) Wir nehmen z.B. z[n] = d[n] + d[n — 2] und M = 3, was zu Folgendem fiihrt:

1¢ 16
—o— —o-

-10123 01234567

Dann verschieben wir z[n] um einen Zeitschritt nach rechts. Dies fiihrt zu
z1[n] = z[n — 1] yn]
2 ;s

-10123 4 0123456789

Da nun y;[n] # y[n — 1], ist das System nicht zeitinvariant.



3. Aufgabe

(@) Unter Verwendung von Gleichung 55 in der Formelsammlung erhalten wir

1 .
J9(0)e™* = (0),

TORE

woraus sich der Frequenzgang zu

o 1
j;(g) 1 — %6_2ﬂ'i9

h(0) =

ergibt.

(b) Es folgt direkt aus Teilaufgabe (a) und Gleichung 73 in der Formelsamm-

hln] = (}l)na[n].

(c) Mit Gleichung 76 in der Formelsammlung erhalten wir

lung, dass

N—-1
g[k,] _ g —2mkn/N Z h —27Tikn/N
n=0
N—-1
— Z 1 —27rzkn/N
4

n=0

N_1< 27rzk/N>

n=0

1_ < —27rzk/N> NN

_1-@)
—27rzk/N 1 . e—27r4zk/N )

wobei >N Fa = ll‘T“a, fur |a| < 1, verwendet wurde.

(d) Die Parsevalsche Beziehung fiir aperiodische zeitdiskrete Signale ergibt

/7VL )[2do = }: |h[n] (4)

(L )
T <16)
1 16
R — 6
—L 1 ©
wobei (5) aus Teilaufgabe (b) folgt und (6) aus )~ a" = A}im ZnN 01 a =
—00

lim 11—:1: = L, fiir [a| < 1.
N—o00



(e) Wir schreiben g[k] in Matrix-Vektor Schreibweise gemaéss

g = FNg)
wobei
B 7] r 7 1 1 1 1
9l0] 9[0]
1 wy w wiy !
) gl1] gl1]
g= , 8=  Ev=11 W Wy D
g[N —1] g[N —1]
B i L . 1 wx,l w?\;Nfl) w](VNfl)Q
wobei wy = e 2™/N_ Damit erhalten wir
| N ] ] N—-1 N-1
= 2P = 878 = e"FRFxg =g =) lglnll* = Y _ |nlnll’,
k=0 n=0 n=0

wobei F]HVF ~ = NIy verwendet wurde. Dies ergibt nun,

L =Y () =

k=0 n=0 16

(f) Wir haben
LN A2 ()"
N 2h—o |9K]] _ - 1
m -

Jim T = lim
oo fo |h(0)[2d0 I T

wobei die Ergebnisse aus den Teilaufgaben (d) und (e) verwendet wurden.
Die Energie im Signal
hin], n=0,1,...,N —1,

gln] =
0, sonst,

geht fiir N — oo gegen die Energie im Signal h[n], weil g[n| fir N — oo

gegen h[n| geht.



4. Aufgabe

(a) Wir schreiben z(t) = u(t)v(t) mit

i t
ult) = sin(37 )7 LeR
mt
und
in(2
o) = ST g
mt

Es bezeichne nun 4(f) die Fouriertransformierte des Signals u(t) und o(f)
die Fouriertransformierte des Signals v(t). Mit Hilfe von Gleichung 27 in der

Formelsammlung erhalten wir fiir f. = 3/2

1, <3/2
O LR
0, |f| > 3/2
und fur f. =1
1, <1
=4 M
0, lfl > 1.

Gemass Gleichung 8 in der Formelsammlung haben wir nun

Die Faltung (4*0)( f) kann sowohl grafisch als auch analytisch durchgefiihrt

werden. Wir betrachten dazu die folgenden Fallunterscheidungen:

Fall 1: f < —5/2. In diesem Fall erhalten wir (@ *x 0)(f) = 0, da o(f — v) im
gesamten Integrationsbereich gleich Null ist.

Fall 2: —5/2 < f < —1/2. In diesem Fall erhalten wir

f+1
(4 9)(f) = /_3/2du = f+g.

Fall 3: —1/2 < f < 1/2. In diesem Fall erhalten wir

f+1
(@5 0)(f) = /f dv = 2.
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Fall 4: 1/2 < f < 5/2. In diesem Fall erhalten wir
3/2

(i 8)(f) = /f dv = g—f.

-1
Fall 5: f > 5/2. In diesem Fall erhalten wir (4 * 0)(f) = 0, da o(f — v) im
gesamten Integrationsbereich gleich Null ist.

Fur —3 < f < 3 hat z(f) somit folgende Gestalt:

1 Il
1 T

—3 _s _
2

e}
N |—= 4
Nt A
w

(b) Das Signal z(t) hat Bandbreite f, = 5/2.

(c) Laut Abtasttheorem muss 7" < 1/(2f,) = 1/5 gelten, damit beim Abtasten
kein Aliasing entsteht.

(d) Zunichst schreiben wir x,(t) in der Form

0= 3 (53

- kiox(t) 5(t _ g) )
= 2(t) kiooa(t - %)
= z(t)w(t), (8)

wobei wir in (7) die Siebeigenschaft der Dirac Deltafunktion verwendet ha-
ben und in (8)

gesetzt haben. Die Fouriertransformierte w(f) von w(t) ergibt sich gemaéss
Gleichung 20 in der Formelsammlung fiir 7, = 1/7 als

w(f) =7 o(f—Tk).

k=—00



Somit erhalten wir unter Zuhilfenahme von Gleichung 8 in der Formelsamm-

lung
Za(f) = (@ x@)(f)

—72 (f —7k).

k=—o00

(e) Fur0 < f < 7haben z,(f) und szp( f) fur b = 7 und ¢ = 3 folgende Gestalt:

Ta(f), hre(f)
14 |
0 1 b
2 2 c c+ 12

(f) Um das urspriingliche Signal z(t) verzerrungsfrei rekonstruieren zu kon-
nen, muss 2(f) = hrp(f)Z4(f), fiir alle f gelten. Dies ist genau dann der Fall,
wenn die Bedingungen b = 1/7 und 5/2 < ¢ < 7/2 erfiillt sind.
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