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1. Aufgabe

(a) Die Impulsantwort erhält man, indem man die Eingangs-Ausgangsbeziehung
umschreibt gemäss

y(t) =

∫ t

−∞
e−4(t−τ)x(τ)dτ

=

∫ ∞
−∞

σ(t− τ)e−4(t−τ)x(τ)dτ

=

∫ ∞
−∞

h(t− τ)x(τ)dτ

und daraus h(t) = e−4tσ(t) abliest.

(b) Das System ist kausal, da h(t) = 0 für t < 0.

(c) Das System ist BIBO-stabil, da h ∈ L1 dank∫ ∞
−∞
|h(t)|dt =

∫ ∞
0

e−4tdt = −1

4
e−4t

∣∣∣∞
0

=
1

4
<∞.

(d) Die Antwort des Systems ist gegeben durch

y1(t) = (h ∗ x1)(t).

Wir haben nun

(e−4tσ(t)︸ ︷︷ ︸
h(t)

) ∗ σ(t) =
∫ ∞
−∞

e−4τσ(τ)σ(t− τ)dτ

= σ(t)

∫ t

0

e−4τdτ = −1

4
(e−4t − 1)σ(t)

=
σ(t)

4
(1− e−4t)

und damit, dank der Linearität und der Zeitinvarianz des Systems,

y1(t) =
σ(t)

4
(1− e−4t)− σ(t− 2)

4
(1− e−4(t−2)).
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(e) Wir bemerken zunächst, dass

x2(t) = 4[σ(t− 1)− σ(t− 3)]− 3[σ(t− 5)− σ(t− 7)]

= 4x1(t− 1)− 3x1(t− 5).

Mit dem Ergebnis y1(t) aus Teilaufgabe (d) folgt nun

y2(t) = (h ∗ x2)(t) = h(t) ∗ (4x1(t− 1)− 3x1(t− 5))

= 4y1(t− 1)− 3y1(t− 5).

(f) i. Es gilt

ck =

∫ 1/2

−1/2
x(t)e−2πiktdt

=

∫ 0

−1/2
x(t)e−2πiktdt+

∫ 1/2

0

x(t)e−2πiktdt

=

∫ 0

−1/2
e−2πiktdt−

∫ 1/2

0

e−2πiktdt

=

∫ 1/2

0

e2πiktdt−
∫ 1/2

0

e−2πiktdt

= 2i

∫ 1/2

0

sin(2πkt)dt.

Damit erhalten wir c0 = 0 und für k 6= 0 gilt

ck = −
(

2i

2πk
cos(2πkt)

) ∣∣∣∣t=1/2

t=0

=

=
i

πk

(
1− cos(πk)

)
=

0, für k gerade

2i
πk
, für k ungerade.

ii. Die Fourierreihenkoeffizienten von y(t) = (h ∗ x)(t) ergeben sich zu

dk = ck ĥ(k), für alle k ∈ Z, (1)

wobei ck die Fourierreihenkoeffizienten des 1-periodischen Signals x(t)
aus Teilaufgabe (f)i. bezeichnet. Die Fouriertransformierte ĥ(f) von h(t)
ergibt sich gemäss Gleichung 24 aus der Formelsammlung für a = 4 als

ĥ(f) =
1

4 + 2πif
.

Somit erhalten wir unter Zuhilfenahme von (1) und dem Ergebnis aus
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Teilaufgabe (f)i.

dk =


0, für k = 0

0, für k gerade

i
πk(2+πik)

, für k ungerade.
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2. Aufgabe

(a) Die Eingangs-Ausgangsbeziehung des Interpolators ist gegeben durch

y[n] =

x
[
n
M

]
, n = `M, ` ∈ Z,

0, sonst.

(b) Zunächst betrachten wir das System

x[n]— ↑M — ↓M — y[n]

Die zugehörige Eingangs-Ausgangsbeziehung ist gegeben durch

y[n] = x[n], n ∈ Z. (2)

Für das System

x[n]— ↓M — ↑M — y[n]

erhalten wir die Eingangs-Ausgangsbeziehung

y[n] =

x[n], n = `M, ` ∈ Z,

0, sonst.
(3)

Wir stellen fest, dass (2) und (3) für allgemeines x[n] nicht identisch sind.
Daraus folgt, dass die Operationen der Interpolation und der Dezimation
nicht kommutativ sind.

(c) Wir setzen

y1[n] = x1[Mn], n ∈ Z,

y2[n] = x2[Mn], n ∈ Z,

und betrachten

x[n] := αx1[n] + βx2[n], α, β ∈ R, n ∈ Z.

Das zu x[n] gehörige Ausgangssignal y[n] ist gegeben durch

y[n] = x[Mn] = αx1[Mn] + βx2[Mn],

und erfüllt somit

y[n] = αy1[n] + βy2[n].

Daraus können wir nun schliessen, dass der Dezimator linear ist.
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(d) Der Dezimator ist nicht kausal, weil z.B. für M = 2, das Ausgangssignal
y[n] = x[2n] für gegebenes n von zukünftigen Werten des Eingangssignals
abhängt.

(e) Wenn |x[n]| ≤ B < ∞, für alle n ∈ Z ist, dann gilt auch |y[n]| ≤ B, für alle
n ∈ Z, weil

y[n] =

x
[
n
M

]
, n = `M, ` ∈ Z,

0, sonst,

und das System somit nur Nullen zwischen bestehenden Abtastwerten ein-
fügt. Das System ist also BIBO-stabil.

(f) Wir nehmen z.B. x[n] = δ[n] + δ[n− 2] und M = 3, was zu Folgendem führt:

-1 1 2 3

1

0

n

x[n]

— ↑3 —

1 2 3 4 5 6

1

2

0 1 2 3 4 5 6 7

n

y[n]

Dann verschieben wir x[n] um einen Zeitschritt nach rechts. Dies führt zu

-1 1 2 3 4

1

-1 0 4

n

x1[n] = x[n− 1]

— ↑3 —

1 2 3 4 5 6

1

2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

n

y1[n]

Da nun y1[n] 6= y[n− 1], ist das System nicht zeitinvariant.
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3. Aufgabe

(a) Unter Verwendung von Gleichung 55 in der Formelsammlung erhalten wir

ŷ(θ)− 1

4
ŷ(θ)e−2πiθ = x̂(θ),

woraus sich der Frequenzgang zu

ĥ(θ) =
ŷ(θ)

x̂(θ)
=

1

1− 1
4
e−2πiθ

ergibt.

(b) Es folgt direkt aus Teilaufgabe (a) und Gleichung 73 in der Formelsamm-
lung, dass

h[n] =

(
1

4

)n
σ[n].

(c) Mit Gleichung 76 in der Formelsammlung erhalten wir

ĝ[k] =
N−1∑
n=0

g[n]e−2πikn/N =
N−1∑
n=0

h[n]e−2πikn/N

=
N−1∑
n=0

(
1

4

)n
e−2πikn/N

=
N−1∑
n=0

(
e−2πik/N

4

)n

=
1−

(
e−2πik/N

4

)N
1− e−2πik/N

4

=
1−

(
1
4

)N
1− e−2πik/N

4

,

wobei
∑N−1

a=0 a = 1−aN
1−a , für |a| < 1, verwendet wurde.

(d) Die Parsevalsche Beziehung für aperiodische zeitdiskrete Signale ergibt∫ 1

0

|ĥ(θ)|2dθ =
∞∑

n=−∞

|h[n]|2 (4)

=
∞∑
n=0

(
1

16

)n
(5)

=
1

1− 1
16

=
16

15
, (6)

wobei (5) aus Teilaufgabe (b) folgt und (6) aus
∑∞

n=0 a
n = lim

N→∞

∑N−1
n=0 a

n =

lim
N→∞

1−aN
1−a = 1

1−a , für |a| < 1.
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(e) Wir schreiben ĝ[k] in Matrix-Vektor Schreibweise gemäss

ĝ = FNg,

wobei

ĝ =



ĝ[0]

ĝ[1]

...

ĝ[N − 1]


, g =



g[0]

g[1]

...

g[N − 1]


, FN =



1 1 1 · · · 1

1 ωN ω2
N · · · ωN−1N

1 ω2
N ω4

N · · · ω
2(N−1)
N

...
...

... . . . ...

1 ωN−1N ω
2(N−1)
N · · · ω

(N−1)2
N


,

wobei ωN = e−2πi/N . Damit erhalten wir

1

N

N−1∑
k=0

|ĝ[k]|2 = 1

N
ĝH ĝ =

1

N
gHFH

NFNg = gHg =
N−1∑
n=0

|g[n]|2 =
N−1∑
n=0

|h[n]|2,

wobei FH
NFN = NIN verwendet wurde. Dies ergibt nun,

1

N

N−1∑
k=0

|ĝ[k]|2 =
N−1∑
n=0

(
1

16

)n
=

1−
(

1
16

)N
1− 1

16

.

(f) Wir haben

lim
N→∞

1
N

∑N−1
k=0 |ĝ[k]|2∫ 1

0
|ĥ(θ)|2dθ

= lim
N→∞

1−( 1
16)

N

1− 1
16

16
15

= 1,

wobei die Ergebnisse aus den Teilaufgaben (d) und (e) verwendet wurden.
Die Energie im Signal

g[n] =

h[n], n = 0, 1, . . . , N − 1,

0, sonst,

geht für N → ∞ gegen die Energie im Signal h[n], weil g[n] für N → ∞
gegen h[n] geht.
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4. Aufgabe

(a) Wir schreiben x(t) = u(t)v(t) mit

u(t) =
sin(3πt)

πt
, t ∈ R

und

v(t) =
sin(2πt)

πt
, t ∈ R.

Es bezeichne nun û(f) die Fouriertransformierte des Signals u(t) und v̂(f)

die Fouriertransformierte des Signals v(t). Mit Hilfe von Gleichung 27 in der
Formelsammlung erhalten wir für fc = 3/2

û(f) =

1, |f | ≤ 3/2

0, |f | > 3/2

und für fc = 1

v̂(f) =

1, |f | ≤ 1

0, |f | > 1.

Gemäss Gleichung 8 in der Formelsammlung haben wir nun

x̂(f) = (û ∗ v̂)(f)

=

∫ ∞
−∞

û(ν)v̂(f − ν)dν

=

∫ 3/2

−3/2
v̂(f − ν)dν.

Die Faltung (û∗v̂)(f) kann sowohl grafisch als auch analytisch durchgeführt
werden. Wir betrachten dazu die folgenden Fallunterscheidungen:

Fall 1: f < −5/2. In diesem Fall erhalten wir (û ∗ v̂)(f) = 0, da v̂(f − ν) im
gesamten Integrationsbereich gleich Null ist.

Fall 2: −5/2 ≤ f < −1/2. In diesem Fall erhalten wir

(û ∗ v̂)(f) =

∫ f+1

−3/2
dν = f +

5

2
.

Fall 3: −1/2 ≤ f < 1/2. In diesem Fall erhalten wir

(û ∗ v̂)(f) =

∫ f+1

f−1
dν = 2.
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Fall 4: 1/2 ≤ f < 5/2. In diesem Fall erhalten wir

(û ∗ v̂)(f) =

∫ 3/2

f−1
dν =

5

2
− f.

Fall 5: f > 5/2. In diesem Fall erhalten wir (û ∗ v̂)(f) = 0, da v̂(f − ν) im
gesamten Integrationsbereich gleich Null ist.

Für −3 ≤ f ≤ 3 hat x̂(f) somit folgende Gestalt:

f

x̂(f)

−3 −5
2

−1
2

0 1
2

5
2

3

2

(b) Das Signal x(t) hat Bandbreite fg = 5/2.

(c) Laut Abtasttheorem muss T ≤ 1/(2fg) = 1/5 gelten, damit beim Abtasten
kein Aliasing entsteht.

(d) Zunächst schreiben wir xa(t) in der Form

xa(t) =
∞∑

k=−∞

x
(k
7

)
δ
(
t− k

7

)
=

∞∑
k=−∞

x(t) δ
(
t− k

7

)
(7)

= x(t)
∞∑

k=−∞

δ
(
t− k

7

)
= x(t)w(t), (8)

wobei wir in (7) die Siebeigenschaft der Dirac Deltafunktion verwendet ha-
ben und in (8)

w(t) =
∞∑

k=−∞

δ
(
t− k

7

)
gesetzt haben. Die Fouriertransformierte ŵ(f) von w(t) ergibt sich gemäss
Gleichung 20 in der Formelsammlung für T0 = 1/7 als

ŵ(f) = 7
∞∑

k=−∞

δ(f − 7k).
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Somit erhalten wir unter Zuhilfenahme von Gleichung 8 in der Formelsamm-
lung

x̂a(f) = (x̂ ∗ ŵ)(f)

= 7
∞∑

k=−∞

x̂(f − 7k).

(e) Für 0 ≤ f ≤ 7 haben x̂a(f) und ĥTP(f) für b = 7 und c = 3 folgende Gestalt:

f

x̂a(f), ĥTP(f)

4 9
2

13
2

70 1
2

5
2

3

14

7

c c+ 1

(f) Um das ursprüngliche Signal x(t) verzerrungsfrei rekonstruieren zu kön-
nen, muss x̂(f) = ĥTP(f)x̂a(f), für alle f gelten. Dies ist genau dann der Fall,
wenn die Bedingungen b = 1/7 und 5/2 ≤ c ≤ 7/2 erfüllt sind.
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