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Aufgabe 1
(a) i Wir realisieren, dass h(t) = t? 6(t — to) = t2 6(t — to) gilt. Daraus folgt die
Eingangs-Ausgangsbeziehung des Systems gemaéss
y(t) = t5 ot — to).

Das System ist somit kausal fiir alle t, > 0. Fiir jedes =(¢) mit |z(¢)| < B, <
oo, fiir alle ¢, gilt, |y(t)| = 2 |z(t — to)| < t3B, < oo, fiir alle . Das System ist
somit BIBO-stabil fiir alle ¢, € R.

ii.
h(f) = &2 e 0 = |B(f)]eD), mit
W=,  o(f) = —2rft.

Es handelt sich um einen Allpass mit linearer Phase.

(b) i.
h(f)] = [3“08 (%ﬂv 1< T
0, > £,
h(f)|
2--
s [




ii.
7 b i f b -5 f —i27 fto
h(f)=(a+ 3¢ gl 5€ Pl=t.1,(f)e

17 |f|§fg
0, |fl>1f,

Aus den Gleichungen 27 und 2 der Formelsammlung folgt

h()Zghl(t+2_fg>+ah1()+bhl(t—2%>

mit o (f) = SnEnfali=to)),

wobei p[_fgjg](f) = {

ahi(t), 2 hy (t — m),
2fqa
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(c) Die Taylorreihe von ¢ abgebrochen nach dem linearen Term ist gegeben durch

e ) ~ 1 —|—’iansin (Tf)
n=1 fg
= bn (RS bn —i 2T
z1+;(§e il f)

Damit erhalten wir

~

h<f) ~ p[—fg,fq

1—1—2( neird ne_Z% )] .

Aus den Gleichungen 27 und 2 der Formelsammlung folgt nun

02 (3 (e 57) -5 (- 37)
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mit fo(t) = S2E0fet),
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Aufgabe 2

(a) Wir schreiben z(t) zunéchst in der Form
1
)= ——
0= Gy
47

(27 + 2mit)?

Somit folgt durch Anwendung von Gleichung 25 der Formelsammlung fiir n =
2 und a = 27 und unter Zuhilfenahme der Dualitdt der Fouriertransformation
(gemass 2 (t) o—e z(—f)), dass

i(f) = —An*fe* o (~f).

(b) Wir berechnen zuerst die Energie E,(«) des Signals u(t) fiir beliebiges o € (0, 00).
Es gilt

Bue) = [ futoar

[e.9]

-/ " la()Pdy M

[e.9]

SR

0
= 167r4/ f2e47rfdf,

wobei wir in (1) die Parsevalsche Beziehung verwendet haben. Durch zweimali-
ge partielle Integration erhalten wir schliesslich

0
E,(a) = 16774/ frefmiaf

0

0
:47T3f2e47rf —877'3 f€47rfdf

—

0 0
= —4rdale 4" — o2 <f647rf — / e47rfdf>

- - m 0
— —477'3@26 47ra—27T20é€ 4Tra+_€47rf
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—Q

= g — e ime (47rga2 + 2ma + g), fiir alle o € (0, 00).
Die Energie des Signals z(¢) ergibt sich aus der Beziehung
™
E,=FE, =—.
(00) =2

Damit E,(a) = L E, gilt, muss « folglich die Beziehung

2

AT = 1672a% + 8o + 2



erfiillen.

~

(c) Da z(f) # 0 fur alle f € (—o0,0) gilt, folgt aus @(f) = hi(f)Z(f), dass die Band-
breite B des Signals u(t) gleich « ist.

(d) Die Fouriertransformierte o(f) des Signals v(¢) ist

0(f) = ha(f)a(f)

1 —2n f -~
L fir—a< f<0
0, sonst.

(e) Zunichst schreiben wir v,(t) in der Form

va(t) = v(t)w(t),
mit
w(t) = Y 6(t — kTp).

Die Fouriertransformierte «w( f) von w(t) ergibt sich gemass Gleichung 20 der For-
melsammlung als

Somit folgt durch Anwendung von Gleichung 8 der Formelsammlung

o0

) = i) = g 3 o(r-7)

=—00

Damit 7y 0,(f) = o(f), fur alle f € (—a, a), gilt, muss die Bedingung 1/T; > 2«
erfiillt sein.

(f) Fur den Spezialfall « = 1 und 7;, = 1/2 ist

1
g(f) = ﬁ@(ﬁ = 20(f)
)2 fir—1< f<0
B 0, sonst.

Gleichung 27 in der Formelsammlung ausgewertet fiir f. = 1/2 und kombiniert
mit Gleichung 3 fiir f; = —1/2 ergibt

_ 2sin(t)

t — e—ﬂ’it‘
y(t) —




Aufgabe 3

(a) i. Ausder Eingangs-Ausgangsbeziehung dargestellt im Frequenzbereich durch

R R R R 12 + 26—47Ti(9
y(0) = 2(O) hO) = 2(0) — o

folgt,
49(0) + e 2™ 5(0) = 122(0) + 2e*"7(9).

Daraus folgt nun unter Verwendung von Gleichung 55 aus der Formelsamm-
lung

4y[n] + y[n — 1] = 12z[n] 4 2z[n — 2].

Dies schreiben wir um gemdss

1 1
yln] = 3z[n] + galn — 2] = Jyln —1].
Letztlich konnen wir daraus ablesen, dass das Blockschaltbild in der Anga-
be, mit
1 1
-3 -~ b = —=
ao y @2 9 1 4’

das System darstellt.

ii. Wir schreiben den Frequenzgang wie folgt

)

B 12_'_26—4m‘9 3+ %6—47%9

h(0) = 44 e-2mib ] _ (—1)e—2mi0
1 1 : 1
—3 _ 4 —4mif _.
1 — (_éll)e—QmB 92 € 1— (_%)e—zme

Aus Gleichung 73 in der Formelsammlung, erhalten wir

(-3) M o~ e

was in Kombination mit Gleichung 55 in der Formelsammlung zu

Bn] = 3 (—i) oln] + 5 <—i)n_2 oln—2),

fithrt.

(b) i Ein System H ist linear, wenn fiir alle Signale 2], z2[-] und alle A, 5 € C gilt
H()\Il + 61‘2) = /\Hl’l + BHZL‘Q

Seien z1[], z5[-] beliebige Eingangssignale und y; = Hzy, y» = Hx, die zuge-
horigen Ausgangssignale. Wir definieren « := Az + x5 und betrachten das
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1.

1ii.

zugehorige Ausgangssignal y = Hx. Es gilt

y[n] = az[n] + b"x[n — 1] (2)
= a(Ax1[n] + Bxa[n]) + 0" (Ax1[n — 1] + Bas[n — 1]) 3)
= AMaxq[n] + b"x1[n — 1)) + B(axe[n] + 0" xo[n — 1]) 4)
= Ayi[n] + Bye[n],  Vn€Z, (5)

tiir alle Werte von @ und b. Das System ist damit linear fiir alle a,b € R.
Sei z[-] ein beliebiges Eingangssignal und y = Hz das zugehorige Ausgangs-
signal. Fiir ein beliebiges k € Z sei 2'[n| = z[n — k] und v/ = Hz' das zuge-
horige Ausgangssignal. Das System [ ist zeitinvariant genau dann, wenn
y'[n] = yln — k|, Vn € Z, fur alle z[-] und alle & gilt. Wir berechnen nun

= y[n — K] (6)

axln — k| + 0" *xn—k—-1]  (7)
=azx[n — k] +0" "zn -k -1 (8)
= b""Fx[n -k —1]. )

& ax'[n] + b"x'[n — 1
=3 ax[n — k] +b"xn —k —1
& b"xn —k—1

Dies gilt fiir alle z[-] und alle k,n € Z genau dann, wenn b = 1. Somit ist H
zeitinvariant fiira € R, b = 1.

Das System ist BIBO-stabil fir a € R, b € {—1,1}. Dies beweisen wir wie
folgt. Fiir jedes Eingangssignal z[-] mit |z[n|| < D, fiir alle n € Z, wobei
D € Ry, haben wir fiira € R, b € {—1,1},

ly[n]| = |az[n] + b"xn — 1]| < |a|D + |b"|D = (Ja] + 1)D < oo, Vn € Z.

Andererseits ist das System nicht BIBO-stabil fir b € R\{—1,1}. Um dies
zu sehen, betrachten wir das Eingangssignal z[n] = 1, Vn € Z, welches of-
fensichtlich beschréankt ist. Mit Hilfe der umgekehrten Dreiecksungleichung
erhdlt man nun

ly[n]l = la- 146" - 1] > [|b"] — |a]| .
Nun gilt fiir [b] > 1,

n—oo

ly[nll = 6" = lal]| — o0,

und fir [b] < 1

lyln]] > [b" — al] === oo



Aufgabe 4

(@ i
N-1 N-1
x[n _ No]e—Qwikn/N _ Z x[n}e—%rik(n—&—No)/N
n=0 n=0

_ 6_27rikN0/Nfi‘[k‘}
ii.

N—-1
iﬁe[k'] _ Z xe[n]e_%ik”m

n=0

1 N-1 N-1
_ 5 ( m[n]e—Qﬂikn/N + nz% I*[_n}e—%rzkn/N)

n

Nun erhalten wir unter Verwendung der N-Periodizitdt von z[n|,

N-1 N-1
Z $*[—n]€_2ﬂ—ikn/N _ I*[N . n]GQWik(N—n)/N
n=0 n=0
N-1
_ x*[n]GZm'kn/N
n=0
N-1 *
— x[n}e_%ik”ﬂv)
n=0
= 2" [k].
Daraus folgt
A (z[k] + 2°[K]) .
Te[k] = 5 = Re{z[k]}.
(b)
2 2 2
gilk] = " wnnle ™ 8 =N "y njw " = "™, k=0,1,2,
n=0 n=0 n=0
wobei im letzten Schritt w® = 1 verwendet wurde. Also gilt §;[k] = 1[0] +

y1[1w?* + y1[2Jwk, k = 0,1,2, wobei wieder w® = 1 verwendet wurde. Ausge-
wertet fiir y; = [+, 1, w], ergibt dies

k] = w + w0 + Wt = w? T, BE=0,1,2.

Zusammenfassend erhalten wir nun §; = [w?+ 1 +w, w? + w? + w? w? +w+1] =
[0, 3w?, 0].

Fiir y, beachten wir, dass y» = [cos(%F), 1, cos(ZF)] = [Re{e'™/3}, Re{1}, Re{e*™/3}],
oder umgeschrieben y, = [Re{w?}, Re{1}, Re{w}] = Re{[w? 1,w]} = Re{y:1}.
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Aus Gleichung 85 der Formelsammlung folgt damit

; {(?)1[0] +9il0) (@1 +972) (2] +?Ji‘[1])]
2 ’ 2 ’ 2

wobei die 3-Periodizitat von ¢, verwendet wurde. Schliesslich erhalten wir 3, =
[0, 3w?, 2w?] = [0, 3w?, 3uw].

() i

=

2N—-1
l,[n]efQﬂ'ikn/(?)N) + Z x[n - N]efQﬂik:n/(SN)

Nag
=
I
3
M
o

n=N
3N—-1
+ x[n . 2N]6—27rik:n/(3N)
n=2N
N-1
_ x[n]e—Zwikn/(SN) + —27rzk/3 Z —27mkm/ 3N)
n=0
—27r12k/3 Z —27rzkn/ 3N)
2 N-1
_ Z o2kt /3 Z w[n)e~27ikn/ (3N)
= = )
{3, k=10,36,-- = #[5]
0, sonst.

B {3:1?[%} ., wennk=3mmitmecZ

0, sonst.

ii.

1 3N—-1
- ~ 2mikn/(3N)
yln] = o5 > dlk
k=0
= 3%[m]
3N—-1
1 ~ = .
- ilk 2mikn/(3N)
N ; glk] e
k=3m, m=0,1,--- ,N—1
N-1

= [n], obe1 x[n| N-periodisch gedacht ist.
Dies ergibt nun das 3/N-Punkt Signal

y = [z[0] z[1] - - - [N — 1] 2[0] [1] - - - [N — 1] z[0] [1] - - - [N — 11]

N AN J/

2] 2[n] 2[n]



