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Aufgabe 1

(@) i Ja, da die Impulsantwort fiir alle t < 0 gleich Null ist.

ii. Das Ausgangssignal y(t) ldsst sich aus einer Superposition verschobener
Versionen der Impulsantwort h(t), geméss

n(t) = h(t+ g) — h(t) — ;h(t —T)+ Qh(t _ %)

darstellen. Daraus folgt, dass das Eingangssignal gegeben ist durch

(t) 5<t + %) () — 28(t 1) + 25(75 - %) |

iii. Das Signal y,(¢) wird durch Faltung berechnet:
y2(t) = (z2 % h)(t)
= / xo(T)h(t — T)dT

t-T )
= / (Aem 1T 4 ¢) dr
t

—3T
t—T
_ (ZAem'(T—to)/T + CT)
e
t—3T
T ritt-T—to))T T citt—3T—to))T
= —Ae Vet —=T)) — | —Ae O+ e(t — 3T)
T T
— Z (Aeﬂi(thfto)/T . Aem‘(fQT)/Tem'(thfto)/T) + C(t . T) . C(t . 3T)
T

Da ¢™(=21)/T = 1, summieren sich die beiden Exponentialterme zu Null. Es
bleibt somit

yo(t) =c(t —T) — c(t — 3T) = 2T
ya(t) =0 => c=0.

Damit folgt, dass y»(¢t) = 0, fiir alle t € R, wenn ¢ = 0, wobei t, € R und
A € R\{0} beliebig sein kénnen.



iv. Das Ausgangssignal ys(t) wird durch Faltung berechnet gemass
ys(t) = (x3 % 1)(1)

_ (%TT@) —0(t+T) —6(t - T>> * (1)
1
= ﬁ(

Zunichst bestimmen wir die Funktion

d(t) := (rp x h)(t) = /OO re(T)h(t — 7)dT

—00

rpxh)(t) —h(t+T)—h(t—T).

mit Fallunterscheidung in Bezug auf ¢ durch graphische Faltung.

rr(t) h(t)

T 0 T ! 0 T 3T

Konkret folgt fiir t < 0 und ¢ > 47, dass d(t) = 0. Auf dem Intervall ¢ €
[0, 27 hat die Funktion d(t) den Verlauf

d(t) = t.

Auf dem Intervall ¢t € [2T,4T] hat die Funktion d(¢) einen abfallenden Ver-
lauf gemass

d(t) = 4T — t.

Wir erhalten nun das Signal y;(t) gemaéss

t) = o d(t) — bt +T) — h{t — T)

t/(2T) —1, 0<t<2T
= —t/(2T) +1, 2T <t <AT.

0, sonst

Die Funktion y5(¢) kann damit wie folgt skizziert werden.

27 4T

(b) i. Fur k = 0, erhalten wir



Fiir k£ # 0, berechnen sich die Koeffizienten der Fourierreihe wie folgt

1 T/2 ]

T J 7/

1 [T/4 }
_ / A6—2mkt/Tdt
T J 1

T/4

. A e*QWikt/T
2mik

—T/4

A " , A
A —mik/2 ik /2 — TG
5% (e e™=) — sin(mk/2).

ii. Flur k = 2m, m € Z, m # 0, erhédlt man

=5 sin(2rm/2) = —

Firk =2m+1,m € Z, gilt

Ck sin(mm) = 0.

cr = 4y
g T(2m+1) ik

— oD sin(m(2m + 1)/2) = (=1)™



Aufgabe 2

()

(b)

Es gilt 2 () = e*™z(t). Aus Formel 3 in der Formelsammlung ergibt sich 7 (f) =
z(f —2). Aus 2(f) = 0 fiir | f| > 1 folgt somit z1(f) = 0 fur | f| > 3 =: fo.

Wir schreiben z,(t) geméss
z2(t) = 21 (t)p(?),

wobei

p(t)= > o(t—kT).

k=—00

Die Fouriertransformierte p( f) von p(t) ergibt sich gemass Formel 20 in der For-
melsammlung als

=73 o(r-1)

k=—o00

Aus Formel 8 in der Formelsammlung folgt somit

) =GR =5 3 (F- 1) )

k=—o0

Unter Verwendung von 7;(f) = Z(f — 2) erhalten wir schliesslich

an=7 S a(r-2-5) @

k=—00

Aus Formel 29 in der Formelsammlung erhalten wir, unter Verwendung der Dua-
litat der Fouriertransformation gemass

r(=t) o—e u(f)

und der Tatsache, dass v(t) = v(—t),

~ i 1_|f|7 |f|§1
”(f)_{o, f>1



(d)

(e)

ii.

ii.

e e e S — v#v####rf
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

H muss so gewdhlt werden, dass Z3( f) nur eine Kopie der Fouriertransfor-
mierten Z( f) enthdlt. Mit 7" = 1/8 folgt aus

Ba(f) =8 ) T(f—2-8k)

k=—oc0
und der Bandbegrenzung von z( f), dass Z»( f) nicht-tiberlappende Kopien
von Z(f) in den Bereichen

o (=7,-5),(1,3),(9,11), . ..

enthdlt. Somit miissen wir a € [3, 5] wahlen. Zudem muss 8 = 1/8 gelten,
damit wir Z3(f) = Z(f — 2) erhalten. Aus y(t) = > x3(t) folgt mit der Wahl
v = —2 und unter Verwendung von Formel 3 in der Formelsammlung, dass

y(t) = x(t).

Zo(f)

f + U + U + U U + U + U + va
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

Das Signal z(t) kann am Ausgang des Systems eindeutig rekonstruiert wer-
den, obwohl die Abtastrate f; = 1/7" = 2 kleiner ist als die in Teilaufgabe (a)
identifizierte kritische Abtastrate 2f; = 6. Dies ist moglich, weil das Spek-
trum von 7 (f) nicht den gesamten Bereich (— fj, fy) einnimmt. Es folgt nun
aus

Ba(f)=2 > B(f—-2-2k),

k=—o00
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und der Bandbegrenzung von z( f), dass Z»( f) nicht-iiberlappende Kopien
von Z(f) in den Bereichen

o (=3,-1),(=1,1),(1,3),. ..

enthalt. Somit ergibt sich mit der Wahl o = 1 und 5 = 1/2 dass 75(f) = z(f).
Damit muss v = 0 gewdhlt werden, damit y(¢) = z(¢) fur alle gemass (1)
bandbegrenzten Eingangssignale gilt.



Aufgabe 3

(a) Wir schreiben

0 —1\n
exp (az™") = Z (azn' ) = Z %z’"o[n]
n=0 ’ nezZ

und erhalten damit

(b)  i. Das Pol-Nullstellendiagramm von H(z) ist wie folgt:

ii. Das Filter ist auf Grund der Pole in H () fiir jedes a > 0 IIR.

iii. Fiir Kausalitat muss h[n] rechtsseitig sein und damit das ROC von der Form
|z| > b, mitb € R, sein. Fiir Stabilitat muss die ROC zusétzlich den Einheits-
kreis enthalten. Daher miissen alle Pole innerhalb des Einheitskreises liegen.
Es muss also a < 1 sein, und die ROC ist somit gegeben durch |z| > q, s. die
folgende Darstellung.



Q
@)

]

iv.
Y(2) z—a
X(z) z4—at

Y(2)(z" —a') = X(2)(z — a)

Y (2) —a'Y (2) = 2X(2) — aX(2)

Mit den Formeln 94 und 95 der Formelsammlung konnen wir riicktransfor-
mieren gemass

yln +4] — a'y[n] = x[n + 1] — az[n]
oder umgeschrieben (n — n — 4)

y[n] = a*y[n — 4] + x[n — 3] — ax[n — 4].

v. Das Schaltbild ist wie folgt:



x[n] T H—) T ylnl
L1 o1
o1 L1
271 271
e
—1 -1

vi. z[n] o—e ia+ z (Formeln 94, 105 und 95 in der Formelsammlung).
Y (2) = H(z)X(z) laut Formel 102 in der Formelsammlung, also

B (2 +ia) _ 1
Sl e T e Rl e e

Als nichstes berechnen wir die Partialbruchzerlegung von Y'(z). Der Grad
des Zahlers ist kleiner als der des Nenners, daher ist die Partialbruchzerle-
gung von der Form.

Ay Ay )
Yi(z) =
() (2 —ia) + (z+a) it
1
Al = (z—1ia)Y —ia =
1= (2 —1ia)Y(2)|.2ia o+ 7) und
1
Ay = Y = —
2= Y (D= 77
Damit erhalten wir
! ! 1 z z
a(l+41) a(l+1) -1
Y = — — _
(2) (z—ta) (z4+a) a(l+1) : [(Z —ia) (z+a)

Antikausalitat bedingt linksseitiges y[n], und daher ist das Konvergenzge-
biet von H(z) gegeben durch |z|< a. Mit den Formeln 94, 95 und 109 in der
Formelsammlung erhalten wir

1 e oz } .o
a(l+1) (z—ia) (z2+4+a)
1

a(l +1) [~ (ia)" " o[=n] + (=a)" "o [-n]] .

Umschreiben liefert nun




Aufgabe 4
(@) i. Wirschreibeny =z + ({ — 1)z, wobei z = (2[0],...,2[N — 1])T € C" mit

fallsn € {0, N/2}

o x[n], . B
z[n] = {O, falls n ¢ {0.N/2) €{0,...,N —1}.

Da die DFT linear ist, gilt y = & + (¢ — 1)Z. Wir berechnen

z[k] = g z[n]e_27”k"/N
= z[0] + z[N/2]e 2k N/2/N
= 2[0] + 2[N/2](-1)*, ke{0,...,N —1}.

Somit erhalten wir die gewtinschte Identitit

glk] = &[k] + (¢ — 1) (z[0] + (=1)*2[N/2]), k€ {0,...,N —1}.

ii. Es gilt
sz—Z!C—ll |[0] “e[N/2)|’
=[¢—1J° Z (|2[0]]* +2(=1)"Re{z[0)2*[N/2} + |[«[N/2]")

= [¢ = 1N (|2 [0]]” + |=[V/2]P),

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass NV gerade ist. Somit er-

halten wir
& —dlla = I¢ = 11y/N (| [0]f + 2[v/21 ).
iii. Es gilt
lz = yl3 = ¢ = 11> (|[0]” + [2[N/2])
und damit

[z =yl =1¢ - 1|\/!9€[0H2 + |2[N/2)".
(b) Beachten Sie zunéchst, dass die Abbildungen
{0,...,Ny =1} x{0,...,No — 1} = {0,..., N — 1}, (ky1, k2) — k1 Ny + ko
und
{0,...,Ny =1} x{0,...,No — 1} = {0,..., N — 1}, (n1,na) = naNy +n4

wohldefiniert und bijektiv sind. Deshalb konnen wir k& = k/N; + k, und n =
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ne N7 + ny in die Definition der DFT einsetzen und die Summe wie folgt aufspal-

ten:

N-1

Z[k1 Ny + ko] = Z wn)e2milkaNatka)n/N

n=0
Ni—1 No—1

- Z Z x[n2N1 + n1]6_2m(k1N2+k2)(n2N1+n1)/N

n1=0 ngo=0
N1—1 No—1

- Z Z z[ng Ny + nyle 2ritkana/Nithana/Notkani /N)

n1=0 no=0
Ni—1 No—1

— Z 6—27ri(k:1n1/N1+k2n1/N) Z x[nQNl +n1]e—2ﬂik2n2/N2

n1=0 no=0
Ni—1

— Z e—QWi(klnl/Nl-i-anl/N),&nl [kQ]

n1=0
Ni—1

— E anl [kQ]6727Tzk2n1/N6727mk1n1/N1

n1=0
Ni—1

— Z Uk [nl]e—Qwiklnl/Nl
2

n1=0

= O, [k1].

(c) Aufgrund der 2m-Periodizitdt der Funktionen f und p reicht es, die Stellen z;, =
mk/2 fur k € {0, 1,2, 3} zu betrachten. Wir berechnen

0, k=0,
1/2, k=1,
x =
fz) 1, k=2
1/2, k=3

Das Auswerten von p an den Stellen z;, fiir k € {0, 1,2, 3} ergibt:

p(ag) =

]

n

n—=

w |l

o

(ay, cos(nmk/2) + b, sin(nmk/2))

(5

bn

e27rik:n/4 + e—27r7lkn/4) 4+ (627rikn/4 . e—27rikn/4))

27

3 3 3 3
, 1 - 1 - 1 .
E 2mikn /4 E : —2mikn/4 § : 2mikn /4 § —2mikn/4
n=0 e 2 n=0 e 2 n=0 ) 2 n=0 ’

1

A

5(1/

K]+ 50 K] — bk,

3)

wobei (d[k])OSkSi’) und (i)[k’])ogkgg die 4-Punkt DFTs von (an)ogngg und (bn)OSnSS
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bezeichnen. Des Weiteren haben wir im letzten der zu (3) flihrenden Schritte ver-
wendet, dass a,, b, € R firn € {0, 1,2, 3}. Es muss geméss Angabe gelten

f(Ik) = p($k)7 k€ {O’ 17273}' (4)

Da die IDFT eine invertierbare lineare Abbildung ist, ist (4) &quivalent zu folgen-
der Bedingung:

(o) p(70)
-1 f(ﬂﬂl) 1 p(ry)
Bl | =5 bl |

f(xs) p(w3)

wobei F; ! die Inverse der 4-Punkt DFT Matrix F, bezeichnet. Die N-Punkt DFT
Matrix ist wie folgt definiert:

1 1 1 1
1 wy Wy wh !
2(N—
FN - 1 WJQV w;l\f ]\;N 1) )
1 wx_l w%N_l) e w](VN_l)2

wobei wy = e /N fiir N € N. Somit erhalten wir

f(x0) 11 1 1 0 1/2
N ACN B RS T B R VER B Ve
Yol f) ] 41 -1 1 -1 1] | 0

f(xs3) 1 —i -1 1/2 —1/4

Wir berechnen die inverse 4-Punkt DFT von (p(zy))o<k<3 mit Hilfe des Ausdrucks
(3) und verwenden Formel 80 in der Formelsammlung sowie die Tatsache, dass
an,b, € R, fir n € {0,1,2,3}. Damit erhalten wir folgenden Ausdruck fiir die
inverse 4-Punkt DFT:

1 1 1 1
Ql—n aUn _-b—n - _.bnv ; 17 27 )
plon T ot 3, 2i n€{0.1,2,3}

wobei die Indizes modulo 4 zu verstehen sind. Es folgt

1 “ 1/2

(a1 4 a3) + 5-(bs — by) ~1/4

2 21 — ) (5)
(05} 0

1 1 _

§(a1 + CL3) + Z(bl — bg) 1/4

Beachten Sie, dass die Losung von (5) nach den Koeffizienten a,,, b,, n € {0, 1,2, 3},
nicht eindeutig ist. Beispielsweise konnen wir die Koeffizienten wie folgt wéhlen:
ap = 1/2, a1 = a3 = —1/4, und ag, by, . .., by = 0. Mit dieser Losung erhalten wir
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folgendes trigonometrisches Polynom:

p(z) = % - 411 (cos(x) + cos(3z)), € R.
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