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Aufgabe 1 (25 Punkte)

% (a) (7 Punkte) Gegeben sei folgendes System H,

bestehend aus dem LTI-System H; mit Eingangs-Ausgangsbeziehung

*

* i

(Hyz)(t) = % / (e dr,

—0o0

dem LTI-System H, mit Impulsantwort

sin(27 f,t)
———=, t#0
hg (t) = Tt ’ ?é s fg > O,
2fq, t=0
und dem System Hj3 mit Eingangs-Ausgangsbeziehung
_ dx(t)
(Hyo)(t) = 2.

Beantworten Sie die folgenden Fragen und begriinden Sie Ihre Antworten.

i. (1 Punkt) Ist das System Hj ein LTI-System?

dfl(t) ohne Beweis annehmen.

Hinweis: Sie kinnen die Stetigkeit des Operators =

i. (3 Punkte) Berechnen Sie ﬁl( f) und EQ( f), wobei h; die Impulsantwort des

LTI-Systems H; ist, und stellen Sie die Eingangs-Ausgangsbeziehung des
Systems Hj3 im Frequenzbereich dar, d.h., bestimmen Sie (H5z)(f) als Funk-
tion von Z( f).

iii. (1 Punkt) Ist das Gesamtsystem H ein LTI-System? Wenn ja, geben Sie die

Fouriertransformierte ﬁ( f) der zugehorigen Impulsantwort A an.

. (2 Punkte) Am Eingang des Gesamtsystems H liegt das Signal

x(t) = Z e R T T 50, ¢, € C,

k=—o00

an. Berechnen Sie die Fourierreihe des Ausgangssignals y(t) = (Hz)(t) in
Abhédngigkeit von ¢;, T'und f,.



% (b) (4 Punkte) Gegeben sei nun die Impulsantwort

1, 0<t<T
ha(t) =
0, sonst

des LTI-Systems H,, wobei T' > 0. Bestimmen Sie das zum Ausgangssignal

(T, +1t
) Ty <t< -Ty+T
T
1 T+ T <t<T,
yQ(t): 3
Ty +T —t
N T R <t<Ty+T
T
\O, sonst
ya(t)
1
=Ty —To+T '0 Ty To+T

gehorige Eingangssignal x5(t), unter der Annahme 7;, > 7. Begriinden Sie Ihre

Antwort.
Hinweis: Beachten Sie, dass die Aufgabe ohne Rechnung geldst werden kann.

% (c) (4 Punkte) Ein LTI-System H; sei durch die Differentialgleichung

charakterisiert, wobei y(t) = (Hsx)(t) und a > 0. Bestimmen Sie die Impulsant-
wort h5(t) des Systems in Abhangigkeit von a.

% (d) (10 Punkte) Gegeben sei das T-periodische Signal

—%t, —Z<t<0
=4 2
%t 0<t<Z
T - — 2



*

T —T/2 o T/2 T

mit A >0, T > 0.

i. (8 Punkte) Bestimmen Sie die Koeffizienten ¢, der Fourierreihe
z(t) =Y 0 o e¥/T in Abhéngigkeit von A.
Hinweis: Das folgende unbestimmte Integral kann hilfreich sein.

/te“t dt = clat —1) a € C\{0}.

)
a2

ii. (2 Punkte) Berechnen Sie

1 772
— lz(t)[* dt.
T /T/2

Benutzen Sie dieses Resultat in Kombination mit der Parsevalschen Bezie-
hung fiir zeitkontinuierliche periodische Signale, um zu beweisen, dass

P
(2m —1)* 96

m=1



Aufgabe 2 (25 Punkte)

Gegeben sei das Signal z(¢) mit der zugehorigen Fouriertransformierten z( f). Des Wei-
teren seien F, Fy € (0,00) mit F' > Fy und Z(f) = 0, fur alle f mit |f| > F,. Das
Abtasttheorem besagt, dass z(¢) in der Form

o) = 3 a(he)anto M

k=—o00

dargestellt werden kann, wobei g;(t) geeignete von z(t) unabhédngige Funktionen sind,
deren Fouriertransformierte g, (f) = 0, fur alle f mit |f| > F; und alle k£ € Z, erfiillen.
Ziel dieser Aufgabe ist es, den Effekt von Uberabtastung zu untersuchen.

% (a) (5 Punkte) Es sei y(f) das (2F)-periodische Signal, welches wie folgt definiert
ist: g(f) = &(f), fir alle f mit |f| < F und j(f + 2F) = §(f), fir alle f € R.
Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten c;, k& € Z, der Fourierreihe des Signals
y(f) in Abhédngigkeit der Abtastwerte z(k/(2F)), k € Z, des Signals x(t).

(b) (5 Punkte) Verwenden Sie das Resultat aus Teilaufgabe (a), um die Darstellung
von z(t) in (1) zu beweisen. Berechnen Sie dazu explizit die zugehorigen Funktio-
nen g;(t), k € Z, in (1), welche die Bedingungen g, (f) = 0, fiir alle f mit | f| > £}
und k € Z, erfiillen miissen.

Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung des Signals y(f) aus Teilaufgabe (a) als Fou-
rierreihe fiir die Berechnung der inversen Fouriertransformierten des Signals z( f).

% (c) (5 Punkte) Betrachten Sie die Signale

_ Fysin(2nEy(t — k/(2F)))

9= F orRyt—kj2F)y = kel

Berechnen Sie (gy, g¢), fur alle £,/ € Z. Welche Bedingung miissen F' und F;
erfiillen, damit die Funktionen ¢x(t), k € Z, orthogonal zueinander sind?

Wir betrachten nun im Folgenden das (4F)-periodische Signal z( f), welches wie folgt
definiert ist:

f?JF, fir—-F<f<0
#(f) =14 —f2/F, fir0<f<F
0, fir 2F < f<—Fund F < f <2F
und Z(f) = z(f + 4F), fur alle f € R.
% (d) (3 Punkte) Skizzieren Sie z(f) fiir f € [-6F, 6F (Achsenbeschriftung!).

% (e) (7 Punkte) Berechnen Sie die Fourierkoeffizienten ¢, k € 7Z, der Fourierreihe des



Signals z(f).

Hinweis: Verwenden Sie die Identitiit

7Tk/2 2
/ s%sin(s)ds = (2 — (%k> ) cos(mk/2) + wksin(rk/2) — 2, fiiralle k € Z.
0



Aufgabe 3 (25 Punkte)
2

(2z4+1+4) (2 + & + ai)
funktion eines zeitdiskreten LTI-Systems.

% (a) (15 Punkte) Sei a € Rund H(z) = die Ubertragungs-

% i. (4 Punkte) Fiir welche ¢ € R ist die Impulsantwort h[n| des Systems reell-
wertig.

% ii. (2 Punkte) Seia = 0. Bestimmen Sie das Konvergenzgebiet von H (z) so, dass
das System BIBO stabil ist.

% iii. (7 Punkte) Sei a = 0. Bestimmen Sie die Impulsantwort /[n] des Systems so,
dass es kausal ist.

% iv. (2 Punkte) Sei a = 0. Berechnen Sie Z h[n].

n=—oo

% (b) (6 Punkte) Gegeben sei folgendes Blockschaltbild. Bestimmen Sie die Ubertra-
gungsfunktion H(z) des zugehorigen zeitdiskreten Systems.

-1 + T
z U l
o 1

Y v

% (c) (4 Punkte) Gegeben sei ein zeitdiskretes LTI-System mit Ubertragungsfunktion

1 271
H(z) = + .
(2) 1—L1-1 " 14 %z*l

Zeigen Sie, dass dieses System durch folgendes Blockschaltbild dargestellt wer-
den kann und bestimmen Sie die zugehorigen Werte fiir a;, as, by und bs.

T — O—@ — yln]
z7! z !
T RO
z! z7!
L o S I by le— 1




Aufgabe 4 (25 Punkte)

% (a) (5 Punkte) Seien x, ¢ komplexwertige N-periodische Signale, wobei N € N. Wir
betrachten folgende Gleichung:

zn—1] —2zn]+zn+1] =¢[n], ne{0,...,N—1}. ()

% i (2 Punkte) Sei ¢[n] = (—1)", n € {0,..., N — 1}. Zeigen Sie, dass kein kom-
plexwertiges N-periodisches Signal z existiert, welches (2) erfiillt, wenn N
ungerade ist.

Hinweis: Summieren Sie jeweils die linke und die rechte Seite von (2) iiber n €
{0,...,N —1}.
% ii. (3 Punkte) Sei nun

N —1, firn=0,
eln] = ne{0,...,N—1}.
-1, sonst,

Bestimmen Sie die N-Punkt DFT eines N-periodischen Signals x, welches
(2) erfillt.
Hinweis: Berechnen Sie zuerst die N-Punkt DFT von (2).

% (b) (8 Punkte)Seien K, L € Nund N := K L. Wir betrachten das N-periodische Signal
x, welches wie folgt definiert ist:

. {cosQ(ﬁk/K), falls n — kL, fiir k € {0, ..., K — 1},
rm| =

0, sonst,

furn € {0,..., N — 1}. Berechnen Sie die N-Punkt DFT von z.
Hinweis: Betrachten Sie das K -periodische Signal a[k] = cos*(tk/K), k € {0,..., K —
1}, und driicken Sie die N-Punkt DFT von x als Funktion der K-Punkt DFT von a aus.

% (c) (12 Punkte) Sei = ein komplexwertiges N-periodisches Signal, wobei N = 2 mit
v €N, v > 2,dessen N-Punkt DFT mit 2 bezeichnet wird.

% i. (3 Punkte) Wir definieren das N/2-periodische Signal u gemaéss
uln] = z[n] +z[n+ N/2], ne{0,...,N/2—1}.

Zeigen Sie, dass z[2k| = u[k], k € {0,...,N/2 — 1}, wobei u die N/2-Punkt
DFT von u bezeichnet.
Hinweis: Teilen Sie die Summe in der Definition der DFT entsprechend auf.



* ii.

(9 Punkte) Wir definieren die N/4-periodischen Signale v, w gemaéss

v[n| = (z[n] — z[n + N/2] — i (z[n + N/4] — z[n + 3N/4])) Wi,
wln] = (z[n| — z[n + N/2] + i (z[n + N/4] — z[n + 3N/4])) w?’\?,
fiirn € {0,...,N/4—1}, wobeiwy := e~2"/N_ Seien 0, die N/4-Punkt DFTs
von v, w. Zeigen Sie, dass
T[4k + 1] = 0[k],
z[4k + 3] = w[k],

fur k € {0,...,N/4 —1}.
Hinweis: Teilen Sie die Summe in der Definition der DFT entsprechend auf.



