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Aufgabe 1

(a) i. Ein LTI-System ist ein linearer, stetiger, und zeitinvarianter Operator. Offen-
sichtlich ist Hj linear, da Differentiation eine lineare Operation ist, und auch
stetig, dank dem Hinweis. Ein System H : X — Y ist zeitinvariant, wenn
fir alle z € X und jedes 7 € R gilt

T.Hx=HT,x,

mit dem Zeitverschiebungsoperator (7.z)(t) = xz(t — 7). Andererseits haben
wir

d d
(et —7) = d—f(t — 1), furallet € R = HyT,x = T, Hya.

Damit folgt, dass H3 auch zeitinvariant und damit ein LTI-System ist.

ii. Angesichts der Definition der Faltung schreiben wir

(Hia)(t) = [ slr)g(t— 1) dr = (@ )(0),
wobei g(t) = e~!l/2. Es folgt, dass die Impulsantwort des LTI-Systems H,;
durch

me) = g(t) = e "

gegeben ist. Aus Formel 26 in der Formelsammlung erhalten wir mit a = 1

nun
~ 1 2a 1

h = — = )
1(f) 2a% +4n2f2 1+ 4n2f?

Fiir ﬁg( f) ergibt sich aus Formel 28 in der Formelsammlung

~ 1, —f, <f<
L i h

0, sonst

Letztlich folgt mit (Hsz)(t) = 2/(t) unter Verwendung von Formel 14 in der



Formelsammlung, dass

—

(Hsz)(f) = (2mif)z(f).

iii. H ist als Kaskade dreier LTI-Systeme ebenfalls ein LTI-System. Insgesamt
haben wir nach Anwendung der Fouriertransformation:

i
h(f) = h(f)ha(f)(2mif) = ¢ 1+4m2 [ fg—f—fg'

0, sonst

iv. Da z(t) = e*™/o!_ f, € R, eine Eigenfunktion des LTI-Systems H mit zuge-
horigem Eigenwert h( fy) ist, folgt

(Hz)(t) = H( > e%ikt/T>

=—00

00 k A
Z cr h(f) eQﬂzkt/T

() 2mi(k/T) 2mikt)T
= F 1 an2 (kT ¢

k:*[ng]

wobei wir fiir () die Antwort aus Teilaufgabe (iii) verwendet haben.

(b) Wir erkennen, dass die Faltung zweier Rechtecke ein Trapez ergibt und erhalten

damit
1

— Ty <t<T,
wo(t) =4 T C=r=T
0,

sonst

Durch graphische Faltung erkennt man, dass

U 1020 ha(t)

—Ty 0 1o 0 T

das gesuchte Signal y,(t) ergibt.

(c) Bezeichnet man die Fouriertransformierte der Impulsantwort als hs(f), so gilt

y(f) = /}\l5( f)z(f), wobei y = Hsxz. Wir wenden die Fouriertransformation auf



beide Seiten der Differentialgleichung an und erhalten
—@rif25(f) + a%(f) = (4722 + a)(f) = (4n* F2 + a2 (F)E(F) = 3(F).

Daraus resultiert 1 1 2
N a
hs(f) = 24242 o, 2 1 4272
a? +An2f 2a a* + 4= f

Verwenden der Formel 26 in der Formelsammlung liefert nun

h5<t) = %67““‘.
(d) i. Fir k = 0 erhalten wir
_ /m _2/T/22Atdt_4AT2_A
Fiir k # 0 berechnen sich die Koeffizienten der Fourierreihe wie folgt
T/2
— _/ fQWikt/Tdt
T/2

° 24 T2 94
= _ | = t —2W1kt/Tdt+/ + e 2mikt/T 1y
T( /T/2 T 0 T
T 0 T 0 T
4A T/2 '
=Re | — / t ek Tqe |
12 Jo

wobei Re(z) den Realteil von z € C bezeichnet. Damit erhalten wir mit der
Substitution 7 = 2%¢,

4A

T/2 A ™
ﬁ ¢ 627rik:t/Tdt _ _2/ . eik"rdT
0 ™ Jo

A e*r(ikr — 1) "
B us (Zk)Q =0
A

= 153 (=1 — (=1)*(ikm — 1)),

wobei wir fiir (x) den Hinweis verwendet haben.



Fir k = 2m, m € Z, m # 0, erhdlt man

¢ = Re (k;‘; (—1— (ikm — 1))>
4 =0

k272

Firk =2m —1, m € Z, gilt

cr = Re (k:jﬂ (=1 + (ikm — 1)))

A
— o (14 (1)

2A

k2m2’

ii. Wir berechnen

1/T/2 ) 2 /T/2 (2/4 )2
— z(t)|°dt = = —t ) dt
7 o= [ (5
s
T3 24
A2
_ A4 1

Aus der Parsevalschen Beziehung folgt

1 T/2
L ewpa= Y

-T/2 k=—0o0

00
= ’00‘2 + 2 Z ‘sz,1|2
m=1

_A2+2°° 442

4 (2m — 1)47r4; @

Kombination von (1) und (2) liefert letztlich

A A S 4



Aufgabe 2

(a) Die gesuchten Fourierkoeffizienten c;, ergeben sich wie folgt:

1 F

_ ~ —mikf/F
=55 _Fy(f)e df
_ 1 = A —mikf/F

1
= ﬁx(_ a5 ),

wobei wir g(f) = z(f), fur alle f mit |f| < F,und z(f) = 0, fur alle f mit |f| > Fy,
sowie F' > [ verwendet haben.

(b) Es gilt

R
— [ o ®

_ Z Ck/ 627rif(t+k/(2F)) df (4)

= > 2(E)am), (5)

wobei wir in (3) §(f) = z(f), fur alle f mit |f| < F, und z(f) = 0, fir alle f mit
|f| > Fo, in (4) Formel 34 in der Formelsammlung und in (5) das Resultat aus
Teilaufgabe (a) mit

Lo 2mif (t—k/(2F))
wt)=g5 | e af ©
_ Fosin(2mko(t — k/(2F))) @)
- F 2nEy(t — k/(2F))
verwendet haben.
(c) Mit Hilfe von (6)—(7) folgt
I :
alt) = = / (eI df, farallk €7, ®)
2F | 1,



wobei

e ™IRE  fiir |f| < Fy

=1, fiir |f] > Fy

gesetzt wurde. Folglich ist unter Verwendung der Plancherelschen Identitat

(9K, 90) = (G, Ge)
Fo
:(/' eI (k=D/F § f
—Fp
g sin(rb—OR/F)  fi5p o £ ¢,

w(k—0)/F

Die Funktionen g¢(t) sind somit fiir F' = F{, orthogonal zueinander.
(d) Der Graph der Funktion z( f) sieht fur f € [-6F,6F] wie folgt aus:

&(f)

1F
_6F —5F NF _9F _F o9F  3F szr‘ 6F
-F

(e) Esgilt
1 (" : I :
o= | O ar e [ e men ap

1 / " ppgmingion) gp 4 L / " pgriki/o) o p
AF? AF? J,
i (F .

:ﬁ/o fosin(nkf/(2F))df

— (il:k]; /()Wk/2 s%sin(s) ds. )

Laut Hinweis gilt

wk/2 2
/ s*sin(s) ds = (2 - (ﬁ> ) cos(mk/2) + wksin(rwk/2) — 2, furalle k € Z.
0 2
(10)



Einsetzen von (10) in (9) ergibt schliesslich

, 8 1 4 8
Cp = 2F<<W — %> cos(mk/2) + e sin(mk/2) — W) (11)
Mit
cos(mn) = (—1)", furallen €Z (12)
cos(mn +7/2) =0, flurallen €Z (13)
sin(mn) =0, fiurallen€Z (14)
sin(mn + 7/2) = (—=1)", furallen € Z. (15)
lasst sich (11) wie folgt vereinfachen:
. n 1 1 1 .
Con = zF((—l) ( o m) _ (m)g), fiir alle n € Z (16)
und
, 4(=1)" 8 ;
_ _ Z.
Coni1 2F<<2n 12 nt 1)37r3>’ fir allen € (17)

Alternativer Losungsweg: Das Resultat aus Teilaufgabe (a) besagt, angepasst fiir die Pe-
riodenldnge 4F', dass
1 k

—), firalle k € Z (18)

Ckzﬁx(_ iF

gilt. Die Koeffizienten c, konnen deshalb wie folgt berechnet werden:

Lo k) (2F)
Cp = — z(fre ™ df (19)
v=1F |, (f)
= [ emiptage e ap 20)
d2 > ~ 2mift
N @(/Oo w(f)e df) t=—k/(4F) 1)
d?u(t)
A2 li=—kjar) (22)




wobei wir in (20)

—1/(167°F?), fir —F < f <0
a(f) =< 1/(1672F?%), fir0< f<F
0, fur |f| > F

gesetzt haben, in (21) Formel 14 in der Formelsammlung verwendet wurde, und in (22)
u(t) die inverse Fouriertransformierte von u( f) bezeichnet. Nun ist

ult) = ﬁ( /0 " s g = / (; e2mift f> (23)

]

= m(l — cos(2rF't)). (24)

Die Substitution s = 27 F't in (23)—(24) ergibt nun

d?u(t) iF d® /1 — cos(s)
dt? l——kpar 7@( s > s=—mk/2 (25)
2

iF /2 1 ) 2
= (5 s (5 - ) —sins) ) N

= ZF(<(7TL]€)3 - 7T_1k‘> cos(mk/2) + (7:2)2 sin(mk/2) — %) (26)

Einsetzen von (25)—(26) in (22) ergibt (11).



Aufgabe 3

(@ i

il.

1ii.

Damit die Impulsantwort h[n] des Systems reellwertig ist, d.h., h[n] = h*[n],
Vn € Z, muss nach Gleichung 98 in der Formelsammlung H(z) = H*(z*)
gelten. Wir schreiben nun

1
S EER R} N CR R
und somit gilt
HY (%) = ! _
(z+ (35— 31) (=4 (5 — i)
Damit muss a = —3 sein.
Mit a = 0 liegen die Pole des Systems bei z, = —1 — Li und 2z, = —1,

dh., |z1| = o5 und |z, = 3. Damit das System BIBO stabil ist, muss der
Einheitskreis innerhalb der ROC liegen, somit ist die ROC gegeben durch

|z| > %

Wir bestimmen die Partialbruchzerlegung von

1
(2 + (3 +31) (2 +3)
Der Grad des Zahlers ist kleiner als der des Nenners. Daher ist die Partial-

bruchzerlegung von der folgenden Form:

H(z) =

A A
H(Z): 11 1. + 217 mit
s+ (3+30)  2+3

1 1. 2
Al = (Z —+ (5 —+ 52)) H(Z) o = —Z und
1 2
A2: <Z+§> H(Z) o :;

Zusammenfassend erhalten wir

Damit das System kausal ist, muss h[n] = 0, ¥n < 0, gelten und h[n] somit
rechtsseitig sein. Daher ist das Konvergenzgebiet von H(z) gegeben durch
|z|> \/Lﬁ Mit den Formeln 94, 95 und 108 in der Formelsammlung erhalten



wWir

iv. Wir bemerken, dass Y>> h[n] => 07 _ h[n]17" = H(1).Somit ergibt sich

n=—oo n=—oo

[e.o]

9
nz_:ooh[n]: @+1+4)(1+1)
o
943

(b) Wir erkennen, dass das System aus der Parallelschaltung zweier Systeme H; und
H, besteht, sodass sich fiir das Gesamtsystem H(z) = H;(z) + Hy(z) ergibt.

Das obere System, H;, folgt hierbei der Differenzengleichung
4
(Hiz)[n| = z[n —1] — E(Hlx)[n —1].

Unter Verwendung der Gleichungen 94 und 95 in der Formelsammlung ergibt

sich somit 4
H(2)X(2) =2'X(2) — gz_lHl(z)X(z)
was zu
() = 1
)= ——F—
! 1+ 2271

tiihrt. Das untere System, H», folgt der Differenzengleichung

(Hyo)ln) = aln] + 2 (Hor) o — 1],

was

5
Hy(2)X(2) = X(2) + gz’ng(z)X(z)
entspricht. Dies ergibt nun
1
Hy(2) = 1 — 2,1

10



Somit erhalten wir fiir das Gesamtsystem

21 1

H(z) = Hi(2) + Hs(2) = o %zfl + = %z*l‘

(c) Wir berechnen

1 N 21
I R %z—l
B (1 + %z‘l) + 2711 - 127
() (13
14227 4271 — 1272

2,-1_1,-1_1,-2
1+32 52 32

5.-1 __ 1_-2

1+32 5%
1 -1 _1_-2°

1+6z 32

Aus der Eingangs-Ausgangsbeziehung y[n| = (h * z)[n] dargestellt im z-Bereich

folgt nun
1+ §271 1272
Y(2) = X(2)H(2) = X(2) 17— 1.~
1+ 3271 — 3272
und damit
1, 1, 5, 1,
Y(z)+ ° Y(z) — 3% Y(z)=X(2)+ 3% X(z) — o X(2).
Unter Verwendung von Gleichung 95 in der Formelsammlung erhalten wir dar-
aus
] + Syln — 1] = Syl — 2] = afn] + 2afn — 1] — 2afn— 2]
T Y 3" - 3 2 ‘
Dies schreiben wir nun gemdss
1 1 1
yln) = alo] + Saln — 1] = Saln — 2]~ Zyln— 1]+ 5yln 2.
Koeffizientenvergleich liefert schliesslich
5 1 1 1
alzg (12:—5 61:—6 b2:§

11



Aufgabe 4
(@) i Esergibt sich unmittelbar aus der Angabe

(ol — 1] = 2] 4 2l + 1) = 3 ol @)

2
L

3

Aufgrund der N-Periodizitdt des Signals x ist die linke Seite von (27) gleich
Null, woraus folgt:

Jedoch gilt ij;ol(—l)” = 1, wenn N ungerade ist. Somit kann fiir p[n| =
(=)™, n € {0,...,N — 1}, kein N-periodisches Signal z existieren, das (2)
aus der Angabe erfiillt.

ii. Wir bezeichnen die N-Punkt DFT von ¢ als ¢ und schreiben ¢[n] = Nd[n|—1,
n € {0,...,N — 1}, wobei

1, farn =0,

d[n] =
0, sonst.

Durch Anwendung der Gleichungen 87 und 90 aus der Formelsammlung
bestimmen wir die N-Punkt DFT von ¢ als

¢lk] = N — N6[k], ke{o,...,N—1}. (28)

Gemadss Angabe gilt
o[n] =z[n —1] —2z[n|+zn+1], ne{0,...,N—1}
Dies ist dquivalent zu
@lk] = e T HRINE[K] — 22 (k] + 2 F/N i [k]

:2<cos(¥) —1)55[14:}, ke {0, N—1},

wobei Gleichung 77 aus der Formelsammlung verwendet wurde. Es folgt

ll

a, fur k =0,
k] = { " const kel{o,...,N—1}, (29)
2(005(%’“)—1)’ ’

12



wobei a € C beliebig gewadhlt werden kann. Setzen wir nun (28) in (29) ein,
erhalten wir

a, fir k =0,
:%[k:]: k:e{O,...,N—l}.
oo ZEY 1) (COS ( o )71) . sonst,

(b) Sei a ein komplexwertiges K -periodisches Signal. Wir definieren das N-periodische
Signal u, wie folgt:

ug[n] =

alk], fallsn=kL,furk e {0,..., K —1},
0, sonst,

firn € {0,..., N — 1}. Die N-Punkt DFT von v, ist gegeben durch

N-1
,&a [m] — x[n]e—men/N
n=0
K-1
_ Z a[k]e—Qmka/N
k=0
K-1
— Z a[k,]e—Qm'mk/K
k=0
—afm], me{0,...,N—1}, (30)

wobei a die K-Punkt DFT von a bezeichnet.

Sei nun alk] = cos? (1k/K), k € {0, ..., K — 1}. Wir schreiben

2
ot = (3 (5 1 emm))
= — (egﬂik/K + 2 + e—?ﬂ'ik}/K)

+ 16271"”{/]( + 16271"“{‘([(71)/}(.
4

DO | =

Somit erhalten wir unter Verwendung von Gleichung 87 aus der Formelsamm-
lung

all] = %5[13] + ga[e— 1 +§5[5— (K1), (€{0,....,K—1},

13



wobei

1, fuar/l =0,

0, sonst.

Durch Anwendung von (30) ergibt sich

L, fallsm =(K, fiur¢ e {0,...,L — 1},
Em] =< L& fallsm=(K+1loderm=({+1)K—1,firte{0,...,L
0, sonst,

N —1}.
i. Fur k € {0,..., N/2 — 1} berechnen wir:

wobei m € {0, ...,

()

=2

-1

T [n] 6—27ri(2k)n/N

#[2k] =

I
a

[ ] —2mikn/(N/2) + Z
n=N/2
N/2-1

[ ] —2mikn/(N/2) + Z

N/2 1

.T[ ] —2mikn/(N/2) + Z

(]

—2mikn/(N/2)

ii. Sei¢ € {1,3}. Fur k € {0,...,

27Tzkn/ N/2)

i + N /2] 2riknN/2)/(N/2)

TL+N/2 —2mikn/(N/2)

(x[n] + xn + N/2]) e 2mikn/(N/2)

N/4 — 1} gilt folgende Zerlegung

N-1
i‘[4/€ + 5] — x[n]672ﬂ-i(4k+£)n/N
n=0
N/4—1 N/2—1
_ x[n]€72ﬂi(4k+£)n/N + Z T n]e—Qﬂi(4k+£)n/N
\TL:O n=N/4
g h >,

14
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3N/4-1 N1

+ Z w[n]e—Qm(4k+£)n/N+ Z x[n]e—2wi(4k+§)n/N. 31)

n=N/2 n=3N/4
= =5
Beachten Sie, dass A geschrieben werden kann als
N/a—1
A= Z wln]wSre2rikn/(N/4), (32)
n=0
Wir berechnen
N/2-1
B = Z o[ e~ 2iEn/N o ~2rikn/(N/4)
n=N/4
N/4-1
= Z x[n+ N/4]e*2m’£n/Nefmg/zefmkn/(zv/z;)
n=0
N/4-1
— Z a[n + N/4)(—i)Ewsp e 2mikn/ (/1)
n=0
N/a-1
- _ Z [+ N/d]iwSe2mikn/(N/4), (33)
3N/4—1
C = Z z[n] o~ 2miEn/N ,—2mikn/(N/4)
n=N/2
N/a—1
= Z x[n + N/Q]6_27ri§n/N6—7ri£€—2m‘kn/(N/4)
n=0
N/4—1
= — Z n + N/2Jwsre=2mikn/(N/4) (34)
und
N-1
D= 3" aln)e 2mien/N o= 2mikn/ N/
n=3N/4
N/a-1
= Z x[n + 3N/4]e—%iﬁn/Ne—smg/Qe—2mkn/(1v/4)
n=0
N/a-1
= 3 wln+ 3N/ W e 2/ N/, (35)
n=0

15



Setzen wir nun (32), (33), (34) und (35) in (31) ein, dann erhalten wir

N/4—1
Bak+e =Y (m[n] — zln+ N/2) — i (z[n + N/4]

n=0

—zln+ 3N/4])>w§$e_2”k"/(]v/4).
Gemaiss Angabe gilt

v[n] = (z[n] — z[n 4+ N/2] — i (x[n + N/4] — x[n + 3N/4])) wy,
wln) = (aln] — zln + N/2] + i (el + N/4] — ol + 3N/4) w2,

furn € {0,..., N/4 — 1}. Dadurch ergibt sich

N/4—1
T[4k +1] = Z v[n]e~2mikn/(N/4),

N/4—1
T[4k + 3] = Z w(n)e~2mikn/(N/4),

n=0

fur k € {0,...,N/4 — 1}. Aus der Definition der N/4-Punkt DFT folgt nun,
dass

2[4k + 1] = i[k],
2[4k + 3] = Wk],

fiir k € {0,...,N/4 —1}.

16



