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1. Aufgabe

(a) Das System ist nicht linear, da wir zum Beispiel fiir ein reelles Signal x(t),
das nicht konstant gleich 0 ist, erhalten, dass

y(t) = Re{z(t)} = (1),
jedoch ergibt sich fiir a = ¢, dass
Re{iz(t)} =0 # ix(t).

(b) Aus der Tabelle zur Fourier-Transformation erhalten wir

u(f) = (() z(=1))-

Da z(f) reellwertig ist, haben wir *(— f) = 2(—f) und damit folgt
9(f) = 4(=1),
fir alle f € R.

(c) Durch die Multiplikation mit ¢**/0! wird das Spektrum von z(¢) um f; nach

rechts verschoben. Nach dem Durchlaufen des Tiefpassfilters h(f) erhalten
wir das folgende Spektrum fiir z5(¢):

a(f)
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“fs 0 fs -

Dieses Spektrum kann in eine Summe aus einer Rechtecks- und einer Drei-
ecksfunktion zerlegt werden. Hierzu definieren wir die folgenden Hilfsfunk-
tionen im Frequenzbereich:

0, sonst

d(f) = {1 oo <afs

0, sonst.



(d)

(e)

Damit ergibt sich die Zerlegung #»(f) = #(f) + d(f + fz/2). Unter Verwen-
dung der Tabelle erhalten wir fiir die Fourier-Riicktransformierten von 7( f)
und d(f):

() = sin(27r7;f3t)

2 sin? 2
d(t) = Smﬁz(;];t/ )

Schliesslich verwenden wir die Verschiebungseigenschaft der Fourier-
Riicktransformation und bekommen

2o(t) = SIN27f5t) | 2rifpr/2? sin®(m fpt/2)

t T fp
Fur T = 1/(4fp) erhalten wir fiir das Spektrum y(f) von y(?):
I(f) =4fs > @a(f —Afpk).
k=—o00
Damit ergibt sich das folgende Schaubild:
u(f)
+2/T
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Das Rekonstruktionsmodul ldsst sich folgendermassen realisieren:

~ 1t Qt 3t
o) —— 7 y1(t) ® ya(t) o el ) y_().b_,x(t)

—2mifot

e

Hierbei ist (f) der Frequenzgang aus der Aufgabenstellung. Um zu erken-
nen wie die schrittweise Rekonstruktion verlduft, ist es hilfreich sich die
Spektra 91 (f), y2(f) und y5(f) der Zwischensignale y; (), y2(t) und ys(t), re-
spektive, zu veranschaulichen:
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2. Aufgabe

(a) Die Fouriertransformierte w(f) des Signals w(t) ist per Definition gegeben
als

() = /_ (e 2y

o0

_ /_ " w(t) (cos(2r ft) — i sin(2m f1)) dt

_ / w(t) cos(2m fA)dt — i / w(t) sin(2r f1)dt.
Da w(t) eine ungerade und cos(27 ft) eine gerade Funktion ist, folgt, dass die
Funktion w(t) cos(wt) ungerade ist. Daher gilt [~ w(t) cos(2nt)dt = 0. Da
w(t) und sin(27 ft) beides ungerade Funktion sind, ist das Produkt w(t) sin(27 ft)
eine gerade Funktion, und man erhilt

W(f) = —2i /0 " () sin(27 fH)dt. (1)

Da sin(27 ft) eine ungerade Funktion ist, folgt nun aus (1), dass w(f) unge-
rade ist. Da w(t) rein imagindr ist, folgt ausserdem aus (1), dass w(f) rein
reell ist.

(b) Wir definieren zundchst das Hilfssignal

q(t) =1 +y(t)

und bestimmen die Fourierreihenkoeffizienten ¢, des Signals ¢(t). Da y(t)
Ty-periodisch ist, ist auch ¢(t) Tp-periodisch. Die Fourierreihenkoeffizienten
des Signals ¢(t) sind gegeben durch

I

C/ S t 6727Tikt/Todt
k Ty Js q(t)
To

1 2 —omikt/To o —2mikt/To
-~ /0 a(t)e dt + /T a(t)e dt
2

To

1 2 26727Tikt/T0 + 0.

Ty

Die Félle £ = 0 und k£ # 0 miissen getrennt betrachtet werden. Fiir £k = 0
ergibt sich



Fiir k£ # 0 erhdlt man hingegen

Ty

1 [ 2Ty 62m‘kt/To:|2
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*“ T 2mik
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= (1= —mik
ik ( ‘ )
_ -2, fiir ungerade k
0, fir gerade k.

Da y(t) = q(t) — 1 gilt, sind die Fourierreihenkoeffizienten ¢, des Signals y(t)
gegebenalscy=1—1=0und fiir k # 0 als ¢, = c}.



3. Aufgabe

(a)

(b)

(©)

Das Spektrum ist 1-periodisch in 6:
4(0)
\ N,
0 1 1
8

An der Stelle § = 1/2 ist 24(0) = 0, also ist
§(0) = 24(0) +7(0) = 7(0).
Die Transformierte von r[n| = ad[n| ist gegeben durch
7(0) = a,

also folgt aus y(1/2) = 2, dass

a=r1(1/2) = 2.
Nun kann das Signal entstort werden, indem

z[n] = y[n] — 24[n]

berechnet wird. Dieses Verfahren funktioniert nur bei Uberabtastung, weil
sonst keine “leeren” Bereiche im Spektrum z,(¢) existieren, an denen das
Storsignal unabhidngig vom Nutzsignal gemessen werden kann.

Beide Messungen liegen in einem Bereich, in dem z,(6) = 0. Also kann
im Prinzip das Verfahren analog zur vorherigen Teilaufgabe durchgefiihrt
werden, nur dass man auf ein Gleichungssystem mit 2 Unbekannten stosst:
Ganz allgemein ist nun

#(6) = o+ fe .

Wir erhalten also folgende zwei Gleichungen:

§(1/4) =1 =7(1/4) = a + fe ™
§(1/2) =3 =7(1/2) = a + fe*™
oder
l=a-0
J=a+p

Diese Gleichungssystem wird geldst durch o = 2, 5 = 1.
Das Signal ldsst sich nun entstéren, indem man

z[n] = yln] — 26[n] — 6[n — 2]

berechnet.



(d) Nun giltes, L unbekannte Parameter zu bestimmen. Dazu braucht man min-
destens L Gleichungen, also werden L Abtastwerte an verschiedenen (mo-
dulo 1) Frequenzen des Spektrums bendétigt. Wieder sollten die Abtastwerte
bei Frequenzen liegen, bei denen z4(¢) = 0, also 0.B.d.A. 1/8 < § < 7/8.
Allgemein gilt dann

L—1
PO) =9(0) = > e 1/8<6<7/8
(=0

Angenommen, man hat nun L Abtastwerte des Spektrums 7(6;) bei den Fre-
quenzen,;,i=0,...,L —1,1/8 < 6§, < 7/8, dann ldsst sich das Problem wie
folgt formulieren:

1 6—27”:90 e—47ri90 o e—Q(L—l)Tr’L:QO oo g(e())
1 e 2mih . ... e 2L=Dmiby oy y(0y)
1 e—27ri9L71 e—Q(L—l)ﬂ'iaLfl o1 g(QL—l)
-~ g
B a y

— a=B"y
Die Parameter lassen sich also berechnen, indem man die Matrix B invertiert

und mit dem Vektor der Abtastwerte y multipliziert.
Das Signal ldsst sich dann entstéren, indem man

o = yln] - S bl — ]

berechnet.

Zusatz (nicht gefragt): Die Matrix B ist eine sogenannte Vandermonde-Matrix.
Wenn alle Abtastfrequenzen 6; verschieden sind, so ist garantiert, dass B
nichtsinguldr und damit auch invertierbar ist.



4. Aufgabe

(a)

(b)

(©)

Gemadss dem Hinweis ladsst sich das auftretende Integral als Faltung darstel-
len
1 t+T 1 0
— x(T)dr

o7 /. =57 - r(t — 7)x(r)dr

wobei

{1 fiir [t| < T
r(t) =
0 sonst

Nimmt man nun die Fouriertransformation der gegebenen Differentialglei-
chung, so ergibt sich

(1+2mifT) (f) = 21T

T af 2(f)

und damit
S 1 sin (2771 f)
M) = (1+2mifT) 27Tf

Die Ubertragungsfunktion 7(f) setzt sich aus einem Produkt zweier Fak-
toren zusammen, deren Riicktransformation aus der Formelsammlung be-
kannt ist. Die Impulsantwort besteht damit aus einer Faltung

h(t) =(g1 * g2)(t),
wobei

(1) = e~ (1/T)

0(t) = 5r(0),

wobei r(t) eine Rechteckfunktion nach obiger Definition darstellt. Das Fal-
tungsprodukt kann nun entweder graphisch oder analytisch ausgewertet
werden und wir erhalten:

0 furt < -T
1 t+T 1
L e = L ety —T<t<r
h(t) = { 2772 ¢ 2T =
1 T 1 1
— e Tdr = —e /T [e— = furt>T
| 2T7 [ 2T e

Da h(t) fur t € [T, 0] nicht Null ist, liegt hierbei kein kausales System vor.

Um das System nun kausal zu machen, gentigt eine Zeitverschiebung um
T. Da diese Zeitverschiebung im Frequenzbereich nur einer Multiplikation
mit e 2"/ entspricht, ist sichergestellt, dass sich dadurch keine Anderung
des Betragsfrequenzgangs ergibt. Somit wahlen wir

ho(t) 2 h(t —T),
und erhalten im Frequenzbereich

ha(f) = e Ih(f).



(d) Aus der Formelsammlung erhalten wir fiir die Fouriertransformierte des
Eingangssignals ()

i(f) = % <5<f+$) +5<f—$)).

Somit ergibt sich

Wegen
R 1 A 1
) =2 ——
() = ()
w1 sin(=m/2)
(1—mi/2) —m/2
B 4
 w(m+2i)]
und

- /1 . 1\" 4
hz(ﬁ):’”(ﬁ) = T rr—2)

erhalten wir hieraus

(Hox)(t) = —Le—m‘t/(ﬂ) _ 2 it/ (27)

(e) Das Ausgangssignal (Hz)(t) ergibt sich aus dem Ausgangssignal (Hyx)(t)
des Systems H, durch eine Zeitverschiebung um 7', denn

(Hz)(f) = h(£)2(f) = e Tho(f)2(f) = T (Hyz)(f),

das heisst




